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ABSTRAK
Himpunan dominasi S pada graf G = (V,E) adalah subset dari V (G)
sedemikian setiap simpul G yang bukan elemen S terhubung dan berjarak satu
terhadap S. Kardinalitas minimum di antara himpunan dominasi pada graf G
disebut bilangan dominasi dari graf G dan dinotasikan γ(G). Sedangkan himpunan
dominasi jarak dua yang dinotasikan dengan S2, yaitu subset dari V (G) sedemikian
simpul G yang bukan elemen S2 memiliki jarak maksimal dua terhadap S2.
Bilangan dominasi jarak dua dari graf G γ2(G) adalah kardinalitas minimum dari
himpunan dominasi jarak dua. Dalam penelitian ini ditentukan bilangan dominasi
jarak dua pada graf Lintasan, graf Lingkaran, dan graf Bintang. Di samping itu
juga ditentukan bilangan dominasi jarak satu dan jarak dua pada graf hasil operasi
korona dan comb dari ketiga graf tersebut. Selanjutnya dicari relasi antara bilangan
dominasi jarak satu dan dua dari hasil yang diperoleh.
Dari penelitian ini, dapat ditentukan bilangan dominasi jarak dua pada graf
Lintasan Pn, graf Lingkaran Cn, dan graf Bintang Sn. Bilangan dominasi jarak satu
pada graf hasil operasi korona dapat ditentukan untuk sebarang dua graf Gm ⊙Hn.
Sedangkan untuk yang jarak dua dapat ditentukan pada graf Lintasan dan graf
Lingkaran yang dioperasikan dengan sebarang graf, yaitu Pm⊙Gn serta Cn⊙Hm.
Selain itu, bilangan dominasi jarak satu dan dua pada graf hasil operasi comb juga
dapat ditentukan antara lain meliputi graf Pm⊲Pn, Pm⊲Cn, Pm⊲Sn, Cn⊲Pm, Cn⊲Cm
dan Cn ⊲ Sm. Bilangan dominasi jarak satu dan jarak dua pada suatu graf tidak
memiliki relasi secara umum. Hal ini karena beberapa faktor, seperti jarak antar
simpul, pemilihan simpul elemen himpunan dominasi, derajat setiap simpul,
diameter dan sebagainya.
Kata kunci: bilangan dominasi, himpunan dominasi, graf bintang, graf lingkaran,
graf lintasan, operasi comb, operasi korona
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ABSTRACT
Dominating set S in graphG = (V,E) is a subset of V (G) such that every vertex
of G which is not element of S is connected and has distance one to S. Minimum
cardinality among dominating set in a graphG is called dominating number of graph
G and denoted by γ(G). While dominating set of distance two which is denoted by
S2 is a subset of V (G) such that every vertex of G which is not element of S is
connected and has maximum distance two to S2. Dominating number of distance
two of graph G γ2(G) is minimum cardinality of dominating set of distance two.
This research will be determined the dominating number of distance two of Path,
Cycle, and Star. Subsequently, the dominating number of distance one and two of
corona and comb product of the graphs will be determined. Futhermore, we will
determine the relation between dominating number of distance one and two of the
results which have been obtained.
Based on the observation, we can find the dominating number of distance two
of Path Pm, Cycle Cm, and Star Sn. Dominating number of distance one of corona
product graphs can be determined for any two graphs Gm⊙Hn. Then, the distance
two can be determined on Path and Cycle which are operated by any graphs, Pm ⊙
Gn and Cn⊙Hm. The dominating number of distance one and two of comb product
of graphs also can be determined for Pm⊲Pn, Pm⊲Cn, Pm⊲Sn, Cn⊲Pm, Cn⊲Cm dan
Cn ⊲ Sm. Dominating number of distance one and distance two for any graphs do
not have general relation. These are caused by several factors such as distance for
every vertex, determine the dominating set vertex elements, degree of every vertex,
diameter, and etc.
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Matematika merupakan salah satu ilmu yang banyak memberikan alternatif
dalam menyelesaikan masalah di segala bidang. Salah satu cabang ilmu ma-
tematika yang dapat menyelesaikan suatu masalah adalah teori graf. Secara
matematis, graf didefinisikan sebagai pasangan himpunan (V,E) yang ditulis
dengan notasi G = (V,E) dengan V adalah himpunan tidak kosong yang disebut
simpul (vertex), sedangkan E adalah himpunan boleh kosong yang menghubungkan
sepasang simpul dan disebut sisi (edge). Untuk selanjutnya, kita dapat menulis
suatu graf dengan notasi G, tanpa menyebutkan himpunan simpul dan sisinya.
Salah satu topik yang menjadi kajian dalam teori graf adalah himpunan
dominasi dan bilangan dominasi. Menurut Haynes (1996), himpunan dominasi
(S) pada graf G adalah subset dari V (G) sedemikian setiap simpul G yang bukan
elemen S terhubung dan berjarak satu terhadap S. Kardinalitas minimum di
antara himpunan dominasi pada graf G disebut bilangan dominasi dari graf G dan
dinotasikan γ(G). Oleh karena itu, bilangan dominasi sangat erat kaitannya dengan
himpunan dominasi.
Sejarah dominasi (dominating) pada graf dimulai pada awal tahun 1850
sejak pemain catur Eropa berantusias untuk menyelesaikan masalah ”dominating
queens”. Dalam masalah ini, dominasi digunakan untuk menentukan banyaknya
queen sedemikian setiap queen bisa mendominasi atau menyerang setiap posisi
dengan sekali perpindahan pada papan catur ukuran 8×8. Dalam teori graf, queens
direpresentasikan sebagai simpul dan jalur perpindahan antar kotak pada papan
catur dianggap sebagai sisi.
Dominasi secara matematis dikenalkan pada awal tahun 1960. Sejak saat
itu baik himpunan dominasi maupun bilangan dominasi telah banyak digunakan
dalam berbagai aplikasi, antara lain menentukan banyaknya penempatan kamera
pengawas dalam sudut-sudut lorong pada suatu bangunan dan penentuan lokasi
serta banyaknya pos-pos polisi lalu lintas pada sudut-sudut kota agar setiap jalan
dapat dipantau dengan baik.
1
Contoh aplikasi lainnya dari bilangan dominasi adalah untuk menentukan
banyaknya mobil pemadam kebakaran yang dibutuhkan dalam suatu lingkungan
perumahan untuk menangani jika terjadi kebakaran. Gambar 1.1 merupakan denah
suatu perumahan di Surabaya serta representasinya dalam graf dengan ketentuan
persimpangan jalan dianggap sebagai simpul dan jalan dianggap sebagai sisi
pada graf. Pada gambar tersebut terdapat 32 persimpangan serta 52 ruas jalan.
Mobil pemadam kebakaran akan ditempatkan pada persimpangan jalan dengan
ketentuan setiap mobil diwajibkan untuk mengamankan maksimal satu blok-blok
terdekat. Sehingga untuk mengetahui optimasi penempatan pemadam kebakaran
serta banyaknya mobil pemadam kebakaran yang dibutuhkan dapat ditentukan
dengan mencari bilangan dominasi pada graf tersebut.
Graf hasil representasi denah perumahan tersebut merupakan graf Grid (P4 ×
P8) seperti pada Gambar 1.1(b). Menurut Snyder (2011), bilangan dominasi dari
graf Grid G(4 × n) = n untuk n ≥ 4, sehingga γ(4 × 8) = 8. Dengan kata
lain, mobil pemadam kebakaran yang harus disiapkan sebanyak 8 buah. Simpul-
simpul berwarna putih merepresentasikan penempatan mobil pemadam kebakaran.
Akan tetapi, jika banyaknya mobil pemadam kebakaran yang dimiliki jumlahnya
terbatas, maka penempatannya harus diubah. Misalkan satu mobil digunakan untuk
mengamankan maksimal dua blok terdekat. Sehingga dalam lingkungan perumahan
tersebut hanya dibutuhkan 4 mobil pemadam kebakaran untuk mengamankan semua
blok yang ada seperti yang ditunjukkan pada Gambar 1.2.
(a) (b)
Gambar 1.1: (a) Denah Perumahan (b) Representasi Himpunan Dominasi Jarak
Satu
(Sumber Gambar 1.1(a): http://www.google.co.id/maps/place/Rayan+Regency)
Operasi antara dua graf merupakan salah satu cara untuk memperoleh bentuk
graf-graf baru. Terdapat berbagai jenis operasi dalam graf, misalnya operasi join
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Gambar 1.2: Himpunan Dominasi Jarak Dua
(+), gabungan (∪), kartesian (×), korona (⊙), dan operasi comb (⊲). Sebagai contoh,
graf Grid merupakan graf hasil operasi kartesian dua graf Lintasan. Contoh lain
yaitu graf Katerpilar Fn,2 yang merupakan graf hasil operasi comb dari lintasan Pn
dengan lintasan P2.
Penelitian tentang bilangan dominasi telah banyak dilakukan antara lain oleh
Snyder (2011) yang berjudul ”c-Dominating sets for families of graphs”. Dalam
tulisan tersebut ditentukan bilangan dominasi pada graf Grid untukG(2×n), G(3×
n) dan G(4 × n) dengan menentukan bilangan c sedemikian γ(G) = c|G|
untuk 0 ≤ c ≤ 1. Klavzˇar (1997) dalam penelitiannya ”Dominating Cartesian
Product of Cycles” menunjukkan bilangan dominasi dari operasi kartesian graf-graf
Lingkaran, serta ”Total Domination Number of Grid Graph” oleh Gravier (2002)
yang mengembangkan konsep dominating pada graf dengan menentukan bilangan
dominasi total pada graf Grid.
Salah satu topik mengenai bilangan dominasi suatu graf yang belum diteliti
adalah jika antara simpul yang merupakan elemen himpunan dominasi dengan
simpul lainnya memiliki jarak kurang dan atau sama dengan dua. Sehingga
dalam penelitian ini akan ditentukan bilangan dominasi jarak dua (γ2) dari graf-
graf sederhana yaitu graf Lintasan, Lingkaran dan Bintang serta graf hasil operasi
korona dan comb dari kombinasi dua graf diantara ketiga graf tersebut. Selain itu,
bilangan dominasi jarak satu dari graf hasil operasi korona dan operasi comb yang
belum pernah ditemukan juga akan diteliti. Kemudian dicari relasi antara bilangan
dominasi jarak satu dan jarak dua dari hasil yang diperoleh. Himpunan dominasi
jarak dua yang dinotasikan dengan S2, yaitu subset dari V (G) sedemikian simpul
G yang bukan elemen S2 memiliki jarak maksimal 2 terhadap simpul-simpul di
S2. Bilangan dominasi jarak dua γ2 merupakan kardinalitas minimum di antara
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himpunan dominasi jarak dua.
1.2 Perumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang yang telah diuraikan sebelumnya, masalah yang
dibahas dalam penelitian ini adalah sebagai berikut.
1. Berapakah bilangan dominasi jarak dua pada graf Lintasan, Lingkaran, dan
Bintang.
2. Berapakah bilangan dominasi jarak satu pada graf hasil operasi korona dan
comb dari kombinasi dua graf, yaitu graf Lintasan, Lingkaran, dan Bintang.
3. Berapakah bilangan dominasi jarak dua pada graf hasil operasi korona dan
comb dari kombinasi dua graf, yaitu graf Lintasan, Lingkaran, dan Bintang.
4. Bagaimana relasi antara bilangan dominasi jarak satu dan bilangan dominasi
jarak dua pada graf hasil operasi korona dan comb.
1.3 Batasan Masalah
Untuk menjaga fokus pembahasan pada penelitian, masalah dalam penelitan ini
dibatasi pada:
1. graf terhubung sederhana,
2. bilangan dominasi jarak satu dan dua,
3. graf yang menjadi objek penelitian adalah Lintasan, Lingkaran, dan Bintang
serta graf hasil operasi korona dan operasi comb dari kombinasi dua graf di
antara ketiga graf tersebut,
4. kombinasi dua graf yang diteliti baik untuk operasi korona maupun comb
antara lain graf Lintasan dengan Lintasan, Lintasan dengan Lingkaran,
Lintasan dengan Bintang, Lingkaran dengan Lingkaran, Lingkaran dengan
Lintasan, serta Lingkaran dengan Bintang.
1.4 Tujuan Penelitian
Tujuan dari penelitian ini adalah sebagai berikut.
1. Mengetahui bilangan dominasi jarak dua pada graf Lintasan, Lingkaran, dan
Bintang.
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2. Mengetahui bilangan dominasi jarak satu pada graf hasil operasi korona dan
comb dari kombinasi dua graf, yaitu graf Lintasan, Lingkaran, dan Bintang.
3. Mengetahui bilangan dominasi jarak dua pada graf hasil operasi korona dan
comb dari kombinasi dua graf, yaitu graf Lintasan, Lingkaran, dan Bintang.
4. Mengidentifikasi relasi antara bilangan dominasi jarak dua dan bilangan
dominasi jarak satu pada graf hasil operasi korona dan comb.
1.5 Manfaat Penelitian
Manfaat yang diharapkan dari hasil penelitian ini antara lain:
1. menambah pengetahuan dalam bidang teori graf,
2. memberikan kontribusi terhadap berkembangnya pengetahuan baru dalam
bidang teori graf, khususnya dalam ruang lingkup bilangan dominasi pada
graf, dan
3. memberikan motivasi kepada pembaca untuk melakukan penelitian tentang




KAJIAN PUSTAKA DAN DASAR TEORI
2.1 Terminologi Dasar Graf
Graf didefinisikan sebagai pasangan himpunan (V,E) yang ditulis dengan
notasi G = (V,E) dengan V adalah himpunan tidak kosong yang disebut
simpul (vertex), sedangkan E adalah himpunan boleh kosong yang menghubungkan
sepasang simpul dan disebut sisi (edge). Simpul pada graf dapat dilabeli dengan
huruf, angka, atau dengan menggunakan huruf dan angka. Misalkan u dan v adalah
simpul-simpul pada suatu graf, maka sisi yang menghubungkan simpul u dan v
dinyatakan dengan pasangan (u, v) atau dilambangkan dengan e. Banyak simpul
pada grafG disebut order dariG dinotasikan |G|, sedangkan banyak sisi disebut size
dari G dinotasikan ‖ G ‖. Graf yang ordernya berhingga disebut graf berhingga.
Simpul u dikatakan bertetangga (adjacent) dengan simpul v jika terdapat
sebuah sisi e diantara u dan v yaitu e = uv, atau dapat dinyatakan bahwa sisi e
menempel (incident) dengan kedua simpul u dan v. Derajat (degree) pada setiap
simpul didefinisikan sebagai banyaknya sisi yang menempel pada simpul tersebut.
Jika setiap simpul pada graf G mempunyai derajat sama dengan n maka graf G
disebut graf reguler n, jika tidak maka graf tersebut dikatakan non reguler. Simpul
v pada suatu graf G yang memiliki derajat 0 disebut isolated vertex, sedangkan
sebuah simpul yang hanya mempunyai derajat satu disebut daun, simpul ujung atau
pendant. Pada Gambar 2.1 ditunjukkan contoh graf dengan 2 isolated vertex serta
graf reguler 4.
(a) (b)
Gambar 2.1: (a) Graf dengan 2 Isolated Vertex, (b) Graf Reguler 4
Beberapa sisi berbeda pada suatu graf yang menghubungkan pasangan simpul
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yang sama maka graf tersebut dikatakan memiliki sisi ganda (multiple edge). Sisi
yang menghubungkan simpul yang sama disebut loop. Sebuah graf yang tidak
mengandung sisi ganda dan loop disebut sebagai graf sederhana (simple graph).
(a) (b)
Gambar 2.2: (a) Graf dengan Loop, (b) Graf dengan 4 Pendant dan Sisi Ganda
Matriks ketetanggaan (adjacency matrix) dari sebuah graf G dengan himpunan




1, jika vivj ∈ E(G)
0, yang lain
v2
























Gambar 2.3: Graf dengan Matriks Ketetanggaanya
Dua buah graf yang sama tetapi secara geometri berbeda disebut graf yang
saling isomorfis (Isomorphic Graph). Graf G1 dan G2 dikatakan isomorfis jika
terdapat pemetaan satu-satu f : V (G1) → V (G2) yang menyajikan semua
sifat ketetanggaan, yaitu f(u) dan f(v) pada G2 bertetangga jika dan hanya jika
u dan v bertetangga pada G1. Selain itu, untuk menjamin bahwa kedua graf
dikatakan isomorfis dapat dilihat dari matriks ketetanggaan kedua graf tersebut. Jika
sama maka kedua graf tersebut dikatakan isomorfis seperti yang ditunjukkan pada















Gambar 2.4: Isomorfisma dalam Graf
MisalkanG graf dengan himpunan simpul V (G) dan himpunan sisiE(G). Jalan
v0 − vl pada graf G adalah sebuah barisan berhingga v0, e1, v1, e2, v2, . . . , el, vl
bergantian simpul dan sisi pada graf G sedemikian ei = vi−1vi untuk setiap
i, 1 ≤ i ≤ l. Jalan yang demikian juga dinotasikan dengan v0v1 . . . vl.
Lintasan (path) adalah jalan yang setiap simpulnya berbeda. Pada Gambar 2.5
v5v6v1v2v6v7 merupakan sebuah jalan dengan panjang 5 yang bukan lintasan,
sedangkan v5v6v1v2v7 merupakan sebuah lintasan dengan panjang 4.
Jarak d(u, v) dari simpul u ke simpul v adalah panjang lintasan terpendek dari
simpul u ke simpul v. Eksentrisitas ecc(v) pada sebuah simpul v dalam graf G
adalah jarak terjauh dari simpul v ke setiap simpul di G. Jari-jari (radius) yang
dinotasikan rad(G) dari graf G adalah eksentrisitas minimum di antara simpul-
simpul di G. Simpul v disebut simpul pusat jika ecc(v) = r(G), sedangkan
diameter dari graf G adalah jarak terpanjang di antara sebarang dua simpul pada
G dan dinotasikan diam(G) = max{d(viuj)|vi, uj ∈ V (G)}. Misalkan graf H









Gambar 2.5: Graf dengan Radius 2 dan Diameter 2
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2.2 Jenis - jenis Graf
Graf-graf sederhana yang tergolong well known graph yang digunakan dalam
penelitian ini meliputi graf Lintasan, graf Lingkaran, dan graf Bintang. Berikut
definisi dari masing-masing graf tersebut.
2.2.1 Graf Lintasan
Graf Lintasan yang dinotasikan dengan Pn merupakan graf terhubung sederhana
yang membentuk lintasan yang terdiri dari n simpul dan n − 1 sisi dengan n ≥ 2.
Kedua simpul ujung pada graf ini merupakan pendant, yaitu simpul dengan derajat
sama dengan satu, sedangkan simpul yang lain berderajat dua.
Gambar 2.6: Graf Lintasan P6
2.2.2 Graf Lingkaran
Graf Lingkaran adalah graf terhubung sederhana yang memiliki n simpul dan
n sisi dengan setiap simpulnya berderajat dua. Graf Lingkaran dinotasikan dengan
Cn dengan n ≥ 3. Gambar 2.7 merupakan contoh graf Lingkaran dengan 4 simpul.
Gambar 2.7: Graf Lingkaran C4
2.2.3 Graf Bintang
Graf Bintang Sn dengan n ≥ 1 adalah graf terhubung sederhana yang memiliki
n + 1 simpul dan n sisi. Satu simpul pada graf Bintang biasa disebut simpul pusat
yaitu simpul yang berderajat n, sedangkan simpul yang lain berderajat satu.




Operasi korona dari graf G dan graf H didefinisikan sebagai graf yang diperoleh
dengan mengambil sebuah duplikat dari graf G dan |G| duplikat dari graf H yaitu
Hi dengan i = 1, 2, 3, . . . , |G| kemudian menghubungkan setiap simpul ke-i dari G




Gambar 2.9: (a) Graf Lintasan P5, (b) Graf Lingkaran C6, (c) Graf Hasil Operasi
Korona P5 ⊙ C6
(c)(b)(a)
Gambar 2.10: (a) Graf Lingkaran C6, (b) Graf Lintasan P5, (c) Graf Hasil Operasi
Korona C6 ⊙ P5
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2.3.2 Operasi Comb
Misalkan G dan H adalah graf terhubung dan u adalah simpul di H . Operasi
comb dari graf G dan graf H dinotasikan dengan G ⊲H adalah graf yang diperoleh
dengan mengambil satu kopian G dan |G| kopian dari H dan melekatkan simpul u





























Gambar 2.11: (a) Graf Lingkaran C4, (b) Graf Bintang S4, (c) Graf Hasil Operasi




























Gambar 2.12: (a) Graf Bintang S4, (b) Graf Lingkaran C4, (c) Graf Hasil Operasi
Comb S4 ⊲ C4
Gambar 2.9 sampai Gambar 2.12 menunjukkan bahwa graf-graf hasil operasi
korona dan operasi comb bukan graf yang isomorfis, sehingga kedua operasi
tersebut tidak bersifat komutatif.
2.4 Himpunan Dominasi dan Bilangan Dominasi
2.4.1 Definisi Himpunan Dominasi dan Bilangan Dominasi
Himpunan dominasi (dominating set) S pada graf G adalah subset dari V (G)
sedemikian setiap simpul G yang bukan elemen S terhubung dan berjarak satu
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terhadap S (Haynes, 1996). Kardinalitas minimum di antara himpunan dominasi
pada graf G disebut bilangan dominasi (dominating number) dari graf G dan
dinotasikan γ(G). Sa = {v1, v4, v7} dan Sb = {w2, w5}, yaitu simpul-simpul yang
berwarna putih pada Gambar 2.13 menunjukkan contoh himpunan dominasi jarak
satu pada suatu graf.
Akan tetapi Sb merupakan himpunan dominasi dengan kardinalitas minimum,
sehingga bilangan dominasi jarak satu γ(G) = 2. Sedangkan himpunan dominasi
jarak dua yang dinotasikan dengan S2, yaitu subset dari V (G) sedemikian simpul
G yang bukan elemen S2 terhubung dan memiliki jarak maksimal 2 terhadap S2.
Bilangan dominasi jarak dua dari graf G γ2(G) adalah kardinalitas minimum dari
himpunan dominasi jarak dua. Gambar 2.14 (a) bukan himpunan dominasi jarak
dua yang minimum, sedangkan pada Gambar 2.14 (b) terlihat hanya terdapat satu
simpul pada graf tersebut yang memiliki jarak maksimal 2 terhadap setiap simpul
yang lain, sehingga γ2(G) = 1. Dengan demikian, berdasarkan ilustrasi contoh di
atas dapat disimpulkan bahwa bilangan dominasi jarak dua dari suatu graf G lebih



























Gambar 2.14: (a) Himpunan Dominasi Jarak Dua, (b) Himpunan Dominasi Jarak
Dua Minimum
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2.4.2 Hasil-hasil Penelitian Bilangan Dominasi Jarak Satu
Pada Tabel 2.1 dan Tabel 2.2 disajikan beberapa hasil penelitian mengenai
bilangan dominasi jarak satu pada graf Lintasan, graf Lingkaran, dan graf Bintang
serta beberapa graf hasil operasi korona diantara graf-graf tersebut yang akan
dibandingkan dengan bilangan dominasi jarak dua untuk menentukan relasinya.
Tabel 2.1: Hasil-Hasil Penelitian Bilangan Dominasi Jarak Satu pada Graf
Sederhana
Graf Bilangan Dominasi
Graf Lintasan (Pm) γ(Pm) = ⌈m3 ⌉
Graf Lingkaran (Cn) γ(Cn) = ⌈n3 ⌉
Graf Bintang (Sn) γ(Sn) = 1
Sumber: Goddard, Henning, 2006
Tabel 2.2: Hasil-Hasil Penelitian Bilangan Dominasi Jarak Satu pada Graf Hasil
Operasi
Graf Bilangan Dominasi
Graf Korona Lintasan dan Lingkaran γ(Pm ⊙ Cn) = m
(Pm ⊙ Cn)
Graf Korona Lingkaran dan Lintasan γ(Cn ⊙ Pm) = n
(Cn ⊙ Pm)
Sumber: Mursyidah, Rahmawati, 2014
Pada Tabel 2.1 simbol ⌈a⌉ (dibaca ceil dari a)didefinisikan sebagai bilangan
bulat terkecil yang lebih besar sama dengan a untuk a bilangan real yaitu apabila
a = k + r dengan k ∈ Z dan 0 < r ≤ 1 maka ⌈a⌉ = k + 1. Sehingga pada
penjelasan selanjutnya akan ditunjukkan analisis nilai bilangan dominasi serta sifat
pembagian pada bilangan bulat dan bilangan modulo.
2.5 Sifat Pembagian pada Bilangan Bulat dan Bilangan Modulo
Misalkan a dan b adalah dua buah bilangan bulat dengan syarat a 6= 0, a habis
membagi b (a divides b) atau biasanya ditulis a|b jika terdapat bilangan bulat c
sedemikian sedemikian hingga b = ac.
Teorema 2.1 (Algoritma Pembagian) Misalkan m dan n adalah dua buah
bilangan bulat dengan syarat n > 0. Jika m dibagi dengan n maka terdapat dua
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buah bilangan bulat unik q (quotient) dan r (remainder), sedemikian sehingga
m = nq + r dengan 0 ≤ r < n. Untuk selanjutnya secara berturut-turut q adan r
disebut sebagai hasil dan sisa pembagian. (Subiono, 2015).
Selanjutnya didefinisikan kongrungen modulo dari suatu bilangan. Secara
sederhana dikatakan a ≡ b (mod n) jika dan hanya jika a dan b memiliki sisa yang
sama apabila dibagi dengan m. Untuk lebih jelasnya dapat dilihat pada definisi
berikut ini.
Denisi 2.1 Misalkan n > 0 adalah sebarang bilangan bulat tetapi tetap. Untuk
sebarang dua bilangan bulat a dan b adalah kongruen mod n ditulis a ≡ b (mod n)
jika n|(a− b)(Subiono, 2015).
Berikut ini ditunjukkan analisis mengenai ceil dari suatu bilangan yang
kaitannya dengan bilangan modulo. Misal m,n ∈ Z+ dan s ∈ {0, 1, 2, ..., m},
didapatkan beberapa hasil berikut ini.
1. n ≡ 0 (mod m)
n ≡ 0 (mod m) artinya m|n, sehingga terdapat k ∈ Z+ sedemikian hingga
n = m · k atau k = n
m






























Karena s ∈ {0, 1, 2, ..., m} maka m−s
m
= 0 untuk s = m dan 0 < m−s
m
≤ 1







k jika 0 ≤ s ≤ m− 1
k − 1 jika s = m
2. n ≡ p (mod m) dengan 1 ≤ p < m
n ≡ p (mod m) artinya m|n− p, sehingga terdapat k tak negatif sedemikian
























k + 1 jika 1 ≤ p− s ≤ m








k + 1 jika s+ 1 ≤ p ≤ s+m
k jika s−m < p ≤ s =
{
k + 1 jika p−m ≤ s ≤ p− 1
k jika p ≤ s < m+ p .







k + 1 jika s+ 1 ≤ p ≤ m− 1
k jika 1 < p ≤ s =
{
k + 1 jika 0 ≤ s ≤ p− 1




Pada bagian ini diuraikan beberapa metode penelitian yang akan digunakan atau
dikerjakan untuk mencapai tujuan penelitian.
1. Pemahaman konsep dan studi literatur
Pada tahap ini dilakukan pemahaman konsep dan studi literatur dari berbagai
sumber mengenai himpunan dominasi dan bilangan dominasi pada graf-graf
sederhana serta graf-graf hasil operasi, khususnya operasi korona dan operasi
comb.
2. Observasi
• Mengkonstruksi graf hasil operasi korona dan operasi comb antara graf
Lintasan, Lingkaran, dan Bintang.
• Menentukan himpunan dominasi jarak satu dari graf hasil operasi
korona dan operasi comb antara graf Lintasan, Lingkaran, dan Bintang.
• Menentukan himpunan dominasi jarak dua minimum dari graf Lintasan,
Lingkaran, dan Bintang serta graf hasil operasi korona dan operasi comb
dari kombinasi ketiga graf tersebut.
• Menentukan hipotesis bilangan dominasi berdasarkan penentuan
himpunan dominasi.
• Membuktikan hipotesis bilangan dominasi dari masing-masing graf.
• Menentukan relasi antara bilangan dominasi jarak satu dan dua dari
masing-masing graf.
3. Evaluasi
Pada tahap ini dilakukan evaluasi terhadap analisa yang telah dikerjakan pada
tahap observasi, sehingga dapat diperoleh suatu simpulan.
4. Diseminasi hasil penelitian
Tahap diseminasi hasil penelitian meliputi presentasi pada seminar dan
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publikasi paper dalam prosiding atau jurnal baik nasional maupun interna-
sional.
5. Penyusunan laporan
Laporan penelitian ditulis dalam sebuah tesis dengan sistematika penulisan
yang telah ditentukan, yang meliputi: bab 1. pendahuluan, bab 2. kajian
pustaka dan dasar teori, bab 3. metoda penelitian, bab 4. hasil dan pemba-




Pada bab ini dibahas bilangan dominasi jarak dua pada graf Lintasan Pn, graf
Lingkaran Cn, dan graf Bintang Sn. Bilangan dominasi jarak satu pada graf hasil
operasi korona dapat ditentukan untuk sebarang dua graf Gm ⊙ Hn. Sedangkan
untuk yang jarak dua dapat ditentukan pada graf Lintasan dan graf Lingkaran yang
dioperasikan dengan sebarang graf, yaitu Pm ⊙ Gn serta Cn ⊙ Hm. Sedangkan,
bilangan dominasi jarak satu dan jarak dua pada graf hasil operasi comb juga dapat
ditentukan antara lain meliputi graf Pm ⊲ Pn, Pm ⊲ Cn, Pm ⊲ Sn, Cn ⊲ Pm, Cn ⊲ Cm
dan Cn ⊲ Sm. Selanjutnya, relasi atau perbandingan antara bilangan dominasi jarak
satu dan jarak dua pada suatu graf juga akan dibahas.
4.1 Bilangan Dominasi Jarak Satu dari Graf Hasil Operasi Korona
Seperti pada Tabel 2.2, Mursyidah dan Rahmawati (2014) menunjukkan bahwa
bilangan dominasi jarak satu dari graf hasil operasi korona antara Lintasan dan
Lingkaran adalah γ(Pm ⊙ Cn) = m, sedangkan bilangan dominasi jarak satu dari
graf hasil operasi korona antara Lingkaran dan Lintasan yaitu γ(Cn ⊙ Pm) = n
dengan n merupakan order dari graf Lingkaran. Go dan Canoy (2011) telah menun-
jukkan bilangan dominasi pada graf hasil operasi korona. Berikut ini akan ditun-
jukkan bukti yang berbeda untuk bilangan dominasi jarak satu pada graf Gm ⊙Hn
dengan Gm dan Hn merupakan sebarang graf terhubung.
Teorema 4.1. Diberikan dua graf terhubung Gm dan Hn dengan masing-masing
ordernya m dan n dengan m,n ≥ 1, maka bilangan dominasi jarak satu dari graf
hasil operasi korona Gm ⊙Hn adalah γ(Gm ⊙Hn) = m.
Bukti: Misalkan vi adalah simpul-simpul pada graf Gm dan ui,j adalah simpul-
simpul pada graf Hn yang terhubung dengan simpul vi dengan 1 ≤ i ≤ m dan
1 ≤ j ≤ n, maka V (Gm ⊙ Hn) = {v1, v2, . . . , vm} ∪ {ui,j}. Berdasarkan definisi
dari operasi korona, ∀vi, ui,j ∈ V (Gm ⊙ Hn), d(vi, ui,j) = 1. Karena Gm dan Hn
adalah graf terhubung maka batas minimal dan maksimal dari derajat simpul vi dan
ui,j dapat dinyatakan sebagai berikut:
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2 ≤ deg(vi) ≤ n +m− 1 dan 1 ≤ deg(ui,j) ≤ n.
Dengan demikian, simpul vi memiliki derajat yang lebih besar dari simpul ui,j .
Sehingga simpul vi akan menjangkau lebih banyak simpul dari pada simpul ui,j .
Oleh karena itu, S akan minimal jika diambil dari simpul-simpul V (G). Misalkan
S = {v1, v2, . . . , vm}, maka vi untuk i = 1, 2, . . . , m dapat mendominasi semua
simpul Hi. Dengan demikian, terdapat sedikitnya m simpul pada graf Gm ⊙ Hn
yang merupakan elemen himpunan dominasi jarak satu. Sehingga dapat dituliskan
|S| ≤ m. Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa |S| ≥ m. Tanpa mengurangi
perumuman, misalkan |S| ≤ m − 1 dan vm /∈ S dengan S = {v1, v2, . . . , vm−1}.
Maka ∀um,j ∈ Hm dengan j = 1, 2, . . . , n d(vm, um,j) = 1 dan d(S, vm) ≥ 1
mengakibatkan d(S, um,j) ≥ 2, sehingga dapat dikatakan bahwa ∀um,j ∈ Hm, um,j
tidak dapat didominasi oleh S. Oleh karena itu |S|  m − 1, sehingga |S| ≥ m.
Karena |S| ≤ m dan |S| ≥ m, terbukti bahwa |S| = γ(Gm ⊙Hn) = m.
Dari Teorema 4.1 dapat ditentukan bilangan dominasi jarak satu pada graf-graf
khusus seperti berikut ini.
Akibat 4.1. Bilangan dominasi jarak satu pada graf lintasan yang dikoronakan
dengan graf lintasan, lingkaran, dan graf bintang adalah order dari graf lintasan,
yaitu γ(Pm ⊙ Pn) = γ(Pm ⊙ Cn) = γ(Pm ⊙ Sn) = m.
Akibat 4.2. Bilangan dominasi jarak satu pada graf lingkaran yang dikoronakan
dengan graf lintasan, lingkaran, dan graf bintang adalah order dari graf lingkaran,
yaitu γ(Cn ⊙ Pm) = γ(Cn ⊙ Cm) = γ(Cn ⊙ Sm) = n.
4.2 Bilangan Dominasi Jarak Satu dari Graf Hasil Operasi Comb
Dalam subbab ini dijelaskan bilangan dominasi jarak satu pada graf hasil
operasi comb. Berbeda dengan bilangan dominasi graf hasil operasi korona,
bilangan dominasi jarak satu graf hasil operasi comb tidak dapat digeneralisasi
untuk sebarang dua graf. Hal ini dikarenakan nilai bilangan dominasi pada masing-
masing graf hasil operasi comb pasti berbeda, yaitu tergantung pada graf yang
dioperasikan dan simpul yang dilekatkan.
Dalam Teorema 4.2 berikut ini ditunjukkan bilangan dominasi jarak satu pada
operasi comb dua graf Lintasan Pm dan Pn dengan melekatkan salah satu simpul
ujung Pn pada masing-masing simpul Pm. Graf Pm ⊲ Pn dapat dilihat pada Gambar
4.1. Simpul-simpul yang berwarna putih merupakan simpul elemen himpunan
dominasi.
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Teorema 4.2. Diberikan dua buah graf lintasan Pm dan Pn dengan masing-masing
ordernya m dan n untuk m,n ≥ 2. Maka bilangan dominasi jarak satu pada graf
hasil operasi comb Pm ⊲ Pn adalah


































v1,1 v2,1 v3,1 vm−1,1 vm,1
Gambar 4.1: Graf Pm ⊲ Pn untuk n ≡ 0 (mod 3) dengan Simpul-Simpul Warna
Putih Merupakan Simpul Elemen Himpunan Dominasi Jarak Satu
Bukti: Misalkan V (Pm ⊲ Pn) = {Vi,j|1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n} dan |Pm ⊲ Pn| =
mn. Untuk menunjukkan banyak simpul minimal yang menjadi elemen himpunan
dominasi jarak satu pada graf Pm ⊲ Pn, maka untuk masing-masing nilai n akan
dibagi menjadi dua kasus. Kasus pertama jika simpul-simpul S merupakan elemen
simpul Pm dan Pn, sedangkan kasus kedua jika S hanya diambil dari simpul-simpul
Pn.
1. n ≡ 0 (mod 3)
Kasus 1: S ∈ V (Pm) ∪ V (Pn)
Ambil simpul-simpul Pm sebagai elemen himpunan dominasi jarak satu,
yaitu simpul-simpul dengan derajat sama dengan 3, dengan asumsi simpul
yang berderajat tinggi dapat mendominasi lebih banyak simpul. Sehingga
untuk setiap vi,1 dan deg(vi,1) = 3, maka vi,1 dapat menjangkau maksimal 4
simpul, diantaranya vi,1, vi−1,1, vi+1,1 dan vi,2. Karena vi,1 dengan 1 ≤ i ≤ m
merupakan Lintasan denganm simpul, sehingga sesuai Goddard dan Henning
(2006) maka bilangan dominasi jarak satu pada Pm adalah γ(Pm) = ⌈m3 ⌉.
Simpul-simpul Pn yang belum terdominasi merupakan simpul-simpul pada
⌈m
3
⌉ kali graf Lintasan Pn−2 dan m − ⌈m3 ⌉ kali graf Lintasan Pn−1. Dengan
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. Sehingga banyak himpunan dominasi jarak satu pada Pm ⊲ Pn
untuk kasus pertama adalah


























Kasus 2: S ∈ V (Pn)
Karena graf Pm⊲Pn diperoleh dengan melekatkan salah satu simpul ujung Pn
pada setiap simpul Pm, maka dapat dikatakan bahwa graf Pm ⊲Pn merupakan
graf yang terdiri dari m kali Lintasan Pn. Karena γ(Pn) = ⌈n3 ⌉ dan n ≡ 0
(mod 3), maka dapat ditulis bahwa γ(Pn) = n3 , sehingga












dominasi pada Pm ⊲ Pn lebih minimal jika dipilih simpul-simpul elemen S
pada V (Pn). Dengan demikian, diambil batas atas bilangan dominasi jarak
satu pada Pm ⊲ Pn yaitu γ(Pm ⊲ Pn) ≤ mn3 .
Selanjutnya untuk menunjukkan apakah mn
3
merupakan bilangan dominasi
yang minimum, dimisalkan γ(Pm ⊲Pn) ≤ mn3 −1. Karena setiap simpul pada
S maksimal dapat mendominasi 3 simpul dan n ≡ 0 (mod 3) , maka banyak





3 = mn− 3 < mn.
Karena banyak simpul yang dapat didominasi kurang dari banyak simpul
atau order pada Pm ⊲ Pn, maka terdapat beberapa simpul yang tidak dapat
didominasi. Sebagai contoh perhatikan Gambar 4.1, tanpa mengurangi
perumuman jika vi,2 bukan elemen dari S maka simpul vi,3, vi,2, dan vi,1 tidak
dapat didominasi oleh simpul manapun yang menjadi elemen S. Hal tersebut
menunjukkan bahwa γ(Pm ⊲ Pn)  mn3 − 1 dan mn3 merupakan bilangan
dominasi minimum pada Pm⊲Pn. Sehingga terbukti bahwa γ(Pm⊲Pn) = mn3 .
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2. n ≡ 1 (mod 3)
Kasus 1: S ∈ V (Pm) ∪ V (Pn)
Sama seperti pembuktian sebelumnya, jika simpul-simpul Pm diambil
sebagai simpul elemen S, yaitu simpul-simpul dengan derajat sama dengan 3,
maka γ(Pm) = ⌈m3 ⌉ dan banyak simpul maksimal yang dapat didominasi oleh
⌈m
3
⌉ simpul adalah 4⌈m
3
⌉ simpul. Simpul-simpul Pn yang belum terdominasi
merupakan simpul-simpul pada ⌈m
3
⌉ kali graf Lintasan Pn−2 dan m−⌈m3 ⌉ kali




⌉. Karena n ∈ Z+ dan n ≡ 1 (mod 3), maka dapat ditulis
bahwa γ(Pn−1) = γ(Pn−2) = n−13 . Sehingga banyak himpunan dominasi
jarak satu pada Pm ⊲ Pn jika S ∈ V (Pm) ∪ V (Pn) adalah


























Kasus 2: S ∈ V (Pn)
















demikian, batas atas minimal bilangan dominasi jarak satu pada Pm ⊲Pn yang




Untuk menunjukkan batas bawah, terlebih dahulu akan dijelaskan banyaknya
simpul maksimal yang dapat didominasi oleh masing-masing simpul seperti
berikut ini.
(i.) Untuk S ∈ Pm
Karena satu simpul S pada Pm maksimal dapat mendominasi 4 simpul,
maka banyak simpul yang dapat didominasi adalah 4⌈m
3
⌉.
(ii.) Untuk S ∈ Pn−1
Karena satu simpul S pada Pn−1 maksimal dapat mendominasi 3 simpul












(iii.) Untuk S ∈ Pn−2
Karena satu simpul maksimal dapat mendominasi 3 simpul dan
|Pn−2| = n − 2 mengakibatkan n ≡ 2 (mod 3), maka untuk setiap
Pn−2 terdapat n−4 simpul yang masing-masing mendominasi 3 simpul
dan satu simpul mendominasi 2 simpul. Sehingga banyak simpul yang




















⌉ adalah bilangan dominasi yang




simpul yang berkurang merupakan simpul anggota V (Pm). Sehingga dari (i.)































− 4 < mn.
Jadi, jika diambil sebarang simpul vi,1 pada Pm maka kemungkinan simpul
yang tidak dapat didominasi oleh simpul manapun elemen S adalah simpul
vi,1 dan simpul-simpul yang berjarak satu dari vi,1 yaitu vi−1,1, vi,2, vi+1,1.
Karena banyaknya simpul yang terdominasi lebih kecil dari banyaknya
simpul pada Pm ⊲ Pn, maka γ(Pm ⊲ Pn)  m(n−1)3 + ⌈
m
3
⌉ − 1. Sehingga




3. n ≡ 2 (mod 3)
Kasus 1: S ∈ V (Pm) ∪ V (Pn)
Untuk n ≡ 2 (mod 3) pada kasus pertama juga diambil simpul-simpul Pm




⌉ dan simpul-simpul Pn yang belum terdominasi merupakan
simpul-simpul pada ⌈m
3
⌉ kali graf Lintasan Pn−2 dan m − ⌈m3 ⌉ kali graf








. Oleh karena itu, banyak simpul S pada Pm ⊲ Pn adalah























Kasus 2: S ∈ V (Pn)
Sama seperti kasus 2 pada n ≡ 0 (mod 3) dan n ≡ 1 (mod 3), maka γ(Pn) =
⌈n
3
⌉ dan dapat dituliskan γ(Pn) = n+13 . Sehingga bilangan dominasi jarak
satu pada Pm ⊲ Pn adalah





Baik kasus 1 maupun kasus 2 menunjukkan nilai batas atas minimal yang
sama, yaitu γ(Pm ⊲ Pn) ≤ m(n+1)3 , dengan S dapat diambil dari simpul-
simpul elemen Pn. Hal ini mengakibatkan pada setiap Pn terdapat n−23 simpul
yang masing-masing dapat medominasi 3 simpul dan satu buah simpul yang
mendominasi 2 simpul, karena n ≡ 2 (mod 3). Sehingga untuk m buah Pn








+ 2(m · 1).
Andaikan γ(Pm⊲Pn) ≤ m(n+1)3 −1, misalkan diambil sebuah simpul pada Pn
yang seharusnya dapat mendominasi maksimal 3 simpul sedemikian bukan









+ 2(m · 1) = mn− 3 < mn.
Jika diambil sebarang simpul pada Pi,n misalkan vi,n−1 bukan elemen S,
maka setiap simpul S kemungkinan tidak dapat mendominasi simpul-simpul
vi,n,vi,n−1 dan vi,n−2. Pernyataan di atas juga menunjukkan bahwa banyak
simpul yang dapat didominasi kurang dari banyaknya simpul pada Pm ⊲ Pn.




Pada pembuktian di atas telah ditunjukkan bahwa bilangan dominasi untuk
n ≡ 0 (mod 3) dan n ≡ 2 (mod 3) masing masing γ(Pm ⊲ Pn) = mn3
dan γ(Pm ⊲ Pn) = m(n+1)3 . Kedua pernyataan tersebut dapat digabung
sedemikian γ(Pm ⊲ Pn) = m⌈n3 ⌉. Sedangkan untuk n ≡ 1 (mod 3),










Graf selanjutnya yang akan dicari bilangan dominasi jarak satunya adalah graf
Pm ⊲ Cn. Graf Pm ⊲ Cn pasti membentuk graf yang isomorfis walaupun diambil
sebarang simpul dari graf Cn untuk dilekatkan pada graf Pm. Graf Pm ⊲ Cn dapat
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dilihat pada Gambar 4.2.
Teorema 4.3. Diberikan graf lintasan Pm dan graf lingkaran Cn dengan masing-
masing ordernya m dan n untuk m ≥ 2, n ≥ 3. Maka bilangan dominasi jarak satu
pada graf hasil operasi comb Pm ⊲ Cn adalah









⌉ jika n ≡ 1 (mod 3)
Bukti: Misalkan V (Pm ⊲ Cn) = {Vi,j|1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n} dan |Pm ⊲ Cn| =
mn. Untuk menunjukkan banyak simpul minimal yang menjadi elemen himpunan
dominasi jarak satu pada graf Pm ⊲ Cn, maka untuk masing-masing nilai n akan
dibagi menjadi dua kasus. Kasus pertama jika simpul-simpul S merupakan elemen
simpul Pm dan Cn, sedangkan kasus kedua jika S hanya diambil dari simpul-simpul
Cn.
1. n ≡ 0 (mod 3)
Kasus 1: S ∈ V (Pm) ∪ V (Cn)
Sama seperti Teorema sebelumnya karena γ(Pm) = ⌈m3 ⌉, maka ambil
⌈m
3
⌉ simpul Pm yang berderajat 4 sebagai elemen himpunan dominasi jarak
satu. Sehingga untuk setiap vi,1 dan deg(vi,1) = 4, maka vi,1 dapat
menjangkau maksimal 5 simpul, diantaranya vi,1, vi−1,1, vi+1,1, vi,2 dan vi,n
seperti yang ditunjukkan Gambar 4.2. Simpul-simpul Cn yang belum
terdominasi merupakan simpul-simpul pada ⌈m
3
⌉ kali graf Lingkaran Cn−3
dan m − ⌈m
3
⌉ kali graf Lingkaran Cn−1. Dengan demikian, dapat diten-
tukan bahwa γ(Cn−1) = ⌈n−13 ⌉ dan γ(Cn−3) = ⌈
n−3
3
⌉. Karena n ∈ Z+ dan
n ≡ 0 (mod 3), maka dapat ditulis bahwa γ(Cn−1) = n3 dan γ(Cn−3) = n−33 .
Sehingga banyak himpunan dominasi jarak satu pada Pm ⊲ Cn adalah






















Kasus 2: S ∈ V (Cn)
Karena graf Pm⊲Cn diperoleh dengan melekatkan salah satu simpul ujungCn































Gambar 4.2: Graf Pm ⊲ Cn untuk n ≡ 0 (mod 3) dengan Simpul-Simpul Warna
Putih Merupakan Simpul Elemen Himpunan Dominasi Jarak Satu
graf yang terdiri dari m kali Lingkaran Cn. Karena γ(Cn) = ⌈n3 ⌉ dengan
n ≡ 0 (mod 3) mengakibatkan γ(Cn) = n3 , maka





Baik kasus 1 maupun kasus 2 menunjukkan bahwa γ(Pm ⊲ Cn) ≤ mn3 ,
sehingga simpul-simpul elemen S dapat diambil dari V (Cn) atau pun S ∈
V (Pm)∪V (Cn). MisalkanS diambil dari V (Cn) seperti pada kasus 2. Karena
n ≡ 0 (mod 3), maka setiap simpul maksimal dapat mendominasi 3 simpul.
Untuk membuktikan apakah mn
3
merupakan bilangan dominasi yang
minimum, dimisalkan γ(Pm ⊲ Cn) ≤ mn3 − 1. Sehingga banyak simpul





3 = mn− 3 < mn.
Karena banyak simpul yang dapat didominasi kurang dari banyak simpul
atau order pada Pm ⊲ Cn, maka terdapat beberapa simpul yang tidak dapat
didominasi. Sebagai contoh perhatikan Gambar 4.2, tanpa mengurangi
perumuman jika vm,n bukan elemen dari S maka simpul vm,1, vm,n, dan
vm,n−1 tidak dapat didominasi oleh simpul manapun yang menjadi elemen
S. Hal tersebut menunjukkan bahwa γ(Pm ⊲ Cn)  mn3 − 1 dan mn3
merupakan bilangan dominasi minimum pada Pm ⊲ Cn. Sehingga terbukti
bahwa γ(Pm ⊲ Cn) = mn3 .
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2. n ≡ 1 (mod 3)
Kasus 1: S ∈ V (Pm) ∪ V (Cn)
Sama seperti pembuktian sebelumnya, γ(Pm) = ⌈m3 ⌉ diambil sebagai
simpul elemen S dan banyak simpul maksimal yang dapat didominasi oleh
⌈m
3
⌉ simpul adalah 5⌈m
3
⌉ simpul, karena satu simpul S pada Pm dapat
mendominasi maksimal 5 simpul. Simpul-simpulCn yang belum terdominasi
merupakan simpul-simpul pada ⌈m
3
⌉ kali graf Lingkaran Cn−3 dan m− ⌈m3 ⌉








n ∈ Z+ dan n ≡ 1 (mod 3). Dengan demikian, banyak himpunan dominasi
jarak satu pada Pm ⊲ Cn jika S ∈ V (Pm) ∪ V (Cn) adalah


























Kasus 2: S ∈ V (Cn)










Oleh karena itu, batas atas minimal bilangan dominasi jarak satu pada Pm⊲Cn




S diambil dari simpul-simpul V (Pm) ∪ V (Cn).
Banyaknya simpul maksimal yang dapat didominasi oleh masing-masing
simpul adalah sebagai berikut.
(i.) Untuk S ∈ Pm
Karena satu simpul S pada Pm maksimal dapat mendominasi 5 simpul,
maka banyak simpul yang dapat didominasi adalah 5⌈m
3
⌉.
(ii.) Untuk S ∈ Cn−1
Karena satu simpul S pada Cn−1 maksimal dapat mendominasi 3 simpul












(iii.) Untuk S ∈ Cn−3
Karena satu simpul maksimal dapat mendominasi 3 simpul dan
|Cn−3| = n − 3 mengakibatkan n ≡ 1 (mod 3), maka untuk setiap
Cn−3 terdapat n−4 simpul yang masing-masing mendominasi 3 simpul
dan satu simpul mendominasi 1 simpul. Sehingga banyak simpul yang




















⌉ bukan bilangan dominasi yang minimum, misalkan





⌉ − 1 dan diasumsikan simpul yang berkurang
merupakan simpul anggota V (Pm). Sehingga banyak simpul maksimal yang































− 4 < mn.
Jadi, jika diambil sebarang simpul vi,1 pada Pm maka kemungkinan simpul
yang tidak didominasi oleh simpul manapun elemen S adalah simpul vi,1 dan
simpul-simpul yang berjarak satu dari vi,1 yaitu vi−1,1, vi,2, vi,n, vi+1,1. Karena
banyaknya simpul yang terdominasi lebih kecil dari banyaknya simpul pada
Pm ⊲ Cn, maka γ(Pm ⊲ Cn)  m(n−1)3 + ⌈
m
3
⌉ − 1. Sehingga terbukti bahwa






3. n ≡ 2 (mod 3)
Kasus 1: S ∈ V (Pm) ∪ V (Cn)
Untuk n ≡ 2 (mod 3) pada kasus pertama juga diambil simpul-simpul Pm
yang berderajat 3 sebagai elemen himpunan dominasi jarak satu. Karena γ =
⌈m
3
⌉ dan simpul-simpulCn yang belum terdominasi terdiri dari ⌈m3 ⌉ kaliCn−3
dan m − ⌈m
3




Karena n ∈ Z+ dan n ≡ 2 (mod 3), maka dapat ditulis bahwa γ(Cn−1) = n+13
dan γ(Cn−3) = n−23 . Oleh karena itu, banyak simpul S pada Pm ⊲ Cn adalah























Kasus 2: S ∈ V (Cn)
Sama seperti kasus 2 pada n ≡ 0 (mod 3) dan n ≡ 1 (mod 3), maka γ(Cn) =
⌈n
3
⌉ mengakibatkan γ(Cn) = n+13 , karena n ∈ Z
+ dan S ∈ V (Pm) ∪ V (Cn).
Dengan demikian, bilangan dominasi jarak satu pada Pm ⊲ Cn adalah





Dari kasus 1 dan 2, dapat dilihat bahwa γ(Pm ⊲ Cn) ≤ m(n+1)3 , yaitu S
dapat diambil dari simpul-simpul elemen Cn maupun Cn ∪ Pm. Misalkan S
diambil seperti pada kasus 2, hal ini mengakibatkan pada setiap Cn terdapat
n−2
3
simpul yang masing-masing dapat mendominasi 3 simpul dan satu buah
simpul yang mendominasi 2 simpul, karena n ≡ 2 (mod 3). Sehingga jika








+ 2(m · 1).
Andaikan γ(Pm ⊲ Cn) ≤ m(n+1)3 − 1, misalkan diambil sebuah simpul yang
seharusnya dapat mendominasi maksimal 3 simpul sedemikian bukan elemen









+ 2(m · 1) = mn− 3 < mn.
Jika diambil sebarang simpul pada Ci,n misalkan vi,n−1 bukan elemen S,
maka setiap simpul S kemungkinan tidak dapat mendominasi simpul-simpul
vi,n,vi,n−1 dan vi,n−2. Pernyataan di atas juga menunjukkan bahwa banyak
simpul yang dapat didominasi kurang dari banyaknya simpul pada Pm ⊲ Cn.




Berdasarkan ketiga pembuktian di atas diketahui bahwa γ(Pm⊲Cn) = mn3 untuk
n ≡ 0 (mod 3) dan γ(Pm ⊲ Cn) = m(n+1)3 untuk n ≡ 2 (mod 3). Bilangan dominasi
pada kedua nilai n tersebut dapat digabung sedemikian γ(Pm ⊲ Cn) = m⌈n3 ⌉.
Sedangkan γ(Pm ⊲ Cn) = m(n−1)3 + ⌈
m
3
⌉ untuk n ≡ 1 (mod 3) dapat ditulis






Teorema berikutnya menunjukkan bilangan dominasi jarak satu pada graf
Pm ⊲ Sn. Pada graf tersebut, simpul graf bintang yang dilekatkan pada Lintasan
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adalah salah satu pendant dari graf Bintang, seperti yang ditunjukkan pada Gambar
4.3. Sedangkan simpul-simpul yang berwarna putih menunjukkan simpul-simpul
elemen himpunan dominasi jarak satu.
Teorema 4.4. Diberikan graf lintasan Pm dan graf bintang Sn dengan masing-
masing ordernya m dan n untuk m ≥ 2, n ≥ 3. Maka bilangan dominasi jarak



















x2,1 x2,n−1 x6,n−1x6,1x4,1 x4,n−1 x8,n−1x8,1
x7,1x3,n−1x3,1
x1,n−1x1,1 x7,n−1 xm,1 xm,n−1x5,n−1x5,1
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Gambar 4.3: Graf Pm ⊲ Sn dengan Simpul Pusat Sn Merupakan Simpul Elemen
Himpunan Dominasi Jarak Satu
Bukti: Misalkan V (Pm) = {vi|1 ≤ i ≤ m} dan V (Sn) = {x, xj |1 ≤ j ≤ n}.
Karena salah satu pendant dari graf Sn dilekatkan pada Pm, maka dapat dituliskan
himpunan simpul V (Pm⊲Sn) = {v1, v2, . . . , vm}∪{x1, x2, . . . , xm}∪{xi,j |1 ≤ i ≤
m, 1 ≤ j ≤ n− 1} dan banyak simpul pada graf Pm ⊲Sn adalah m(n+1). Banyak
simpul elemen himpunan dominasi pada suatu graf akan minimum jika diambil
simpul-simpul yang berderajat maksimum. Karena derajat terbesar dari Pm ⊲ Sn
merupakan deg(xi) = n, maka ambil simpul xi sebagai simpul anggota S. Maka
setiap simpul xi dapat mendominasi n+ 1 simpul, karena untuk setiap vi, xi, xi,j ∈
V (Pm ⊲ Sn), d(xi, vi) = d(xi, xi,j) = 1. Karena terdapat m simpul yang berderajat
n, maka simpul yang terdominasi maksimal sebanyak m(n + 1). Sehingga dapat
dikatakan bahwa bilangan dominasi pada Pm ⊲ Sn adalah γ(Pm ⊲ Sn) ≤ m.
Andaikan γ(Pm ⊲ Sn) ≤ m − 1, maka banyak simpul maksimal yang dapat
didominasi adalah (m − 1)(n + 1). Karena (m − 1)(n + 1) ≤ (m)(n + 1), maka
pastilah terdapat beberapa simpul Pm ⊲ Sn yang tidak dapat didominasi oleh S. Hal
ini menunjukkan bahwa |S|  m − 1. Dengan demikian, m adalah kardinalitas
minimum dari himpunan dominasi pada Pm ⊲ Sn, sehingga γ(Pm ⊲ Sn) = m.
31
Dalam Teorema 4.4, graf Bintang Sn yang dioperasikan dengan graf Lintasan
Pm dibatasi untuk n ≥ 3. Hal ini dikarenakan graf Bintang dengan satu simpul
daun jika dioperasikan menggunakan operasi comb dengan graf Lintasan Pm maka
akan isomorfis dengan graf Pm ⊙ G1, yaitu graf Lintasan Pm yang dikoronakan
dengan graf yang terdiri dari satu simpul atau graf trivial. Oleh karena itu, bilangan
dominasi jarak satunya dapat dilihat pada Teorema 4.1. Sedangkan untuk graf
Bintang S2 yang dioperasikan menggunakan operasi comb dengan ketentuan yang
sama yaitu salah satu simpul pendant yang dilekatkan pada simpul-simpul Pm,
maka graf tersebut isomorfis dengan graf Pm ⊲ P3 seperti pada Teorema 4.2.
Teorema 4.5. Diberikan graf lingkaran Cn dan graf lintasan Pm dengan masing-
masing ordernya n dan m untuk n ≥ 3, m ≥ 2. Maka bilangan dominasi jarak satu
pada graf hasil operasi comb Cn ⊲ Pm adalah









⌉ jika m ≡ 1 (mod 3)
Bukti: Misalkan V (Cn⊲Pm) = {Vi,j|1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m} dan |Cn⊲Pm| = nm.
Sama seperti pembuktian-pembuktian sebelumnya, himpunan dominasi pada graf
Cn ⊲ Pm dapat berupa simpul-simpul pada Pm dengan tanpa simpul pada Cn atau
pun gabungan keduanya. Sehingga untuk menunjukkan banyak simpul minimal
yang menjadi elemen himpunan dominasi jarak satu pada graf Cn ⊲Pm, maka untuk
masing-masing nilai m akan dibagi menjadi dua kasus. Kasus pertama jika simpul-
simpul S merupakan elemen simpul Cn dan Pm, sedangkan kasus kedua jika S
hanya diambil dari simpul-simpul Pm.
1. m ≡ 0 (mod 3)
Kasus 1: S ∈ V (Cn) ∪ V (Pm)
Ambil simpul-simpul S ∈ V (Cn), karena graf Lingkaran Cn merupakan
graf reguler 2, dan setiap simpul Cn pada graf Cn ⊲ Pm terhubung dengan
simpul ujung Pm, maka untuk setiap vi,1 ∈ Cn deg(vi,1) = 3. Berdasarkan
Goddard dan Henning (2006) maka bilangan dominasi jarak satu pada Cn
adalah γ(Cn) = ⌈n3 ⌉. Sehingga untuk setiap vi,1 ∈ S, vi,1 dapat menjangkau
maksimal 4 simpul, diantaranya vi,1, vi−1,1, vi+1,1 dan vi,2. Simpul-simpul
Pm yang belum terdominasi merupakan simpul-simpul pada ⌈n3 ⌉ kali graf
Lintasan Pm−2 dan n − ⌈n3 ⌉ kali graf Lintasan Pm−1. Dengan demikian
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. Sehingga banyak himpunan dominasi jarak satu pada Cn ⊲Pm
adalah


























Kasus 2: S ∈ V (Pm)
Karena grafCn⊲Pm diperoleh dengan melekatkan salah satu simpul ujungPm
pada setiap simpul Cn, maka dapat dikatakan bahwa graf Cn ⊲Pm merupakan
graf yang terdiri dari n kali Lintasan Pm. Karena γ(Pm) = ⌈m3 ⌉ dan m ∈ Z
+
dengan m ≡ 0 (mod 3), maka dapat dituliskan bahwa γ(Pm) = m3












dominasi pada Cn ⊲ Pm lebih minimal jika dipilih simpul-simpul elemen S
pada V (Pm). Dengan demikian, diambil batas atas bilangan dominasi jarak
satu pada Cn ⊲ Pm yaitu γ(Cn ⊲ Pm) ≤ nm3 .
Untuk mengetahui apakah nm
3
merupakan bilangan dominasi yang minimum,
dimisalkan γ(Cn ⊲ Pm) ≤ nm3 − 1. Karena setiap simpul pada S maksimal
dapat mendominasi 3 simpul dan m ≡ 0 (mod 3) , maka banyak simpul





3 = nm− 3 < nm.
Karena banyak simpul yang dapat didominasi kurang dari banyak simpul
atau order pada Cn ⊲ Pm, maka terdapat beberapa simpul yang tidak dapat
didominasi. Sebagai contoh misalkan vi,2 bukan elemen dari S maka simpul
vi,3, vi,2, dan vi,1 tidak dapat didominasi oleh simpul manapun yang menjadi
elemen S. Hal tersebut menunjukkan bahwa γ(Cn ⊲ Pm)  nm3 − 1 dan nm3
merupakan bilangan dominasi minimum pada Cn ⊲ Pm. Sehingga terbukti
bahwa γ(Cn ⊲ Pm) = nm3 .
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2. n ≡ 1 (mod 3)
Kasus 1: S ∈ V (Cn) ∪ V (Pm)
Sama seperti pembuktian sebelumnya, jika simpul-simpulCn diambil sebagai




⌉, maka banyak simpul maksimal yang dapat didominasi oleh
⌈n
3
⌉ simpul adalah 4⌈n
3
⌉ simpul. Simpul-simpul Pm yang belum terdominasi
merupakan simpul-simpul pada ⌈n
3
⌉ kali graf Lintasan Pm−2 dan n−⌈n3 ⌉ kali
graf Lintasan Pm−1. Sehingga, dapat ditentukan bahwa γ(Pm−1) = ⌈m−13 ⌉
dan γ(Pm−2) = ⌈m−23 ⌉. Karena m ∈ Z
+ dan m ≡ 1 (mod 3), maka
dapat ditulis bahwa γ(Pm−1) = γ(Pm−2) = m−13 . Dengan demikian, banyak
himpunan dominasi jarak satu pada Cn ⊲Pm jika S ∈ V (Cn)∪V (Pm) adalah


























Kasus 2: S ∈ V (Pm)




. GrafCn⊲Pm merupakan graf yang terdiri dari n buah Lintasan
Pm, sehingga












demikian, batas atas minimal bilangan dominasi jarak satu pada Pm⊲Pn yang




Untuk menunjukkan batas bawah, terlebih dahulu akan dijelaskan banyaknya
simpul maksimal yang dapat didominasi oleh masing-masing simpul seperti
berikut ini.
(i.) Untuk S ∈ Cn
Karena satu simpul S pada Cn maksimal dapat mendominasi 4 simpul,
maka banyak simpul yang dapat didominasi adalah 4(⌈n
3
⌉).
(ii.) Untuk S ∈ Pm−1
Karena satu simpul S padaPm−1 maksimal dapat mendominasi 3 simpul
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(iii.) Untuk S ∈ Pm−2
Karena satu simpul maksimal dapat mendominasi 3 simpul dan
|Pm−2| = m−2 mengakibatkan n ≡ 2 (mod 3), maka untuk setiap Pm−2
terdapat m− 4 simpul yang masing-masing mendominasi 3 simpul dan

















































Gambar 4.4: Graf Cn ⊲ Pm untuk n ≡ 1 (mod 3) dengan Simpul-Simpul Warna
Putih Merupakan Simpul Elemen Himpunan Dominasi Jarak Satu




⌉ adalah bilangan dominasi yang
paling minimum dimisalkan γ(Cn ⊲ Pm) ≤ n(m−1)3 + ⌈
n
3
⌉ − 1. Andaikan
simpul yang berkurang merupakan simpul anggota V (Cn). Sehingga dari (i.)































− 4 < nm.
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Karena banyaknya simpul yang terdominasi lebih kecil dari banyaknya
simpul pada Cn ⊲ Pm, maka γ(Cn ⊲ Pm)  n(m−1)3 + ⌈
n
3
⌉ − 1. Sehingga




Perhatikan Gambar 4.4, jika diambil sebarang simpul vi,1 pada Cn maka
kemungkinan simpul yang tidak dapat didominasi oleh simpul manapun
elemen S adalah simpul vi,1 dan simpul-simpul yang berjarak satu dari vi,1
yaitu vi−1,1, vi,2, vi+1,1.
3. m ≡ 2 (mod 3)
Kasus 1: Jika S ∈ V (Cn) ∪ V (Pm)
Untuk m ≡ 2 (mod 3) pada kasus pertama juga diambil simpul-simpul Cn




⌉ dan simpul-simpul Pm yang belum terdominasi merupakan
simpul-simpul pada ⌈n
3
⌉ kali graf Lintasan Pm−2 dan n − ⌈n3 ⌉ kali graf








. Dengan demikian, banyak simpul S pada Cn ⊲ Pm adalah






















Kasus 2: S ∈ V (Pm)
Untuk setiap Lintasan Pm diketahui bahwa γ(Pm) = ⌈m3 ⌉. Karena m ∈ Z
+
dan m ≡ 2 (mod 3), maka dapat ditulis bahwa γ(Pm) = m+13 . sehingga
bilangan dominasi jarak satu pada Cn ⊲ Pm dapat dinyatakan





Dari kasus 1 dan 2 dapat diambil batas atas minimal banyaknya S pada Cn ⊲
Pm yaitu γ(Cn ⊲ Pm) ≤ n(m+1)3 . S dapat diambil dari simpul-simpul elemen
Pm. Hal ini mengakibatkan pada setiapPm terdapat m−23 simpul yang masing-
masing dapat medominasi 3 simpul dan satu buah simpul yang mendominasi
2 simpul, karena m ≡ 2 (mod 3). Karena terdapat n buah Pm pada Cn ⊲ Pm,











salah satu simpul pada V (Cn) bukan lagi elemen S. Sehingga banyak simpul






+ 2(n · 1) = nm− 3 < nm.
Karena banyak simpul yang dapat didominasi kurang dari banyaknya simpul
pada Cn ⊲ Pm, maka γ(Cn ⊲ Pm)  n(m+1)3 − 1. Sehingga terbukti bahwa




Dalam pembuktian di atas telah ditunjukkan bahwa bilangan dominasi untuk
m ≡ 0 (mod 3) dan m ≡ 2 (mod 3) masing-masing γ(Cn ⊲ Pm) = nm3 dan
γ(Cn ⊲ Pm) =
n(m+1)
3
. Kedua pernyataan tersebut dapat digabung sedemikian
γ(Cn ⊲ Pm) = n⌈
m
3










m ≡ 1 (mod 3).
Teorema 4.6. Diberikan dua buah graf lingkaran Cn dan Cm dengan masing-
masing ordernya n dan m untuk n,m ≥ 3. Maka bilangan dominasi jarak satu
pada graf hasil operasi comb Cn ⊲ Cm adalah









⌉ jika m ≡ 1 (mod 3)
Bukti: Misalkan V (Cn⊲Cm) = {Vi,j|1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m} dan |Cn⊲Cm| = nm.
Graf Cn ⊲ Cm dapat dilihat pada Gambar 4.5. Untuk menunjukkan banyak simpul
minimal yang menjadi elemen himpunan dominasi jarak satu pada graf Cn ⊲ Cm,
maka untuk masing-masing nilai m akan dibagi menjadi dua kasus. Kasus pertama
jika simpul-simpulS merupakan elemen simpulCn danCm, sedangkan kasus kedua
jika S hanya diambil dari simpul-simpul Cm.
1. m ≡ 0 (mod 3)
Kasus 1: S ∈ V (Cn) ∪ V (Cm)
Karena γ(Cn) = ⌈n3 ⌉, maka ambil ⌈
n
3
⌉ simpul Cn yang berderajat 4 sebagai
elemen himpunan dominasi jarak satu. Sehingga untuk setiap vi,1 dan
deg(vi,1) = 4, maka vi,1 dapat menjangkau maksimal 5 simpul, diantaranya
vi,1, vi−1,1, vi+1,1, vi,2 dan vi,n. Simpul-simpul Cm yang belum terdominasi
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merupakan simpul-simpul pada ⌈n
3
⌉ kali pada graf Lingkaran Cm−3 dan
n−⌈n
3




⌉ dan γ(Cm−3) = ⌈m−33 ⌉. Karenam ∈ Z
+ danm ≡ 0 (mod
3), maka dapat ditulis bahwa γ(Cm−1) = m3 dan γ(Cm−3) = m−33 . Sehingga
banyak himpunan dominasi jarak satu pada Cn ⊲ Cm untuk kasus pertama
adalah






















Kasus 2: S ∈ V (Cm)
Karena grafCn⊲Cm diperoleh dengan melekatkan salah satu simpul ujungCm
pada setiap simpul Cn, maka dapat dikatakan bahwa graf Cn ⊲Cm merupakan
graf yang terdiri dari n kali Lingkaran Cm. Karena γ(Cm) = ⌈m3 ⌉ dengan
m ∈ Z+ dan m ≡ 0 (mod 3), maka γ(Cm) = m3 . Dengan demikian,





Baik kasus 1 maupun kasus 2 menunjukkan bahwa γ(Cn ⊲ Cm) ≤ nm3 ,
sehingga simpul-simpul elemen S dapat diambil dari V (Cm) atau pun S ∈
V (Cn) ∪ V (Cm). Misalkan S diambil dari V (Cm) seperti pada kasus 2.
Karena m ≡ 0 (mod 3), maka setiap simpul maksimal dapat mendominasi
3 simpul. Untuk membuktikan apakah nm
3
merupakan bilangan dominasi
yang minimum, dimisalkan γ(Cn ⊲ Cm) ≤ nm3 − 1. Sehingga banyak simpul





3 = nm− 3 < mn.
Karena banyak simpul yang terdominasi kurang dari banyak simpul atau
order pada Cn ⊲ Cm, maka terdapat beberapa simpul yang tidak dapat
didominasi. Hal tersebut menunjukkan bahwa γ(Cn ⊲ Cm)  nm3 − 1 dan
nm
3
merupakan bilangan dominasi minimum pada Cn ⊲Cm. Sehingga terbukti
bahwa γ(Cn ⊲ Cm) = nm3 . Sebagai contoh perhatikan Gambar 4.5, jika vn,1
bukan elemen dari S maka simpul vn,1, vn,2, vn,m, vn−1,1 dan v1,1 tidak dapat
didominasi oleh simpul manapun yang menjadi elemen S.
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2. n ≡ 1 (mod 3)
Kasus 1: S ∈ V (Cn) ∪ V (Cm)
Sama seperti pembuktian sebelumnya, γ(Cn) = ⌈n3 ⌉ diambil sebagai simpul





⌉ simpul. Simpul-simpul Cn yang belum terdominasi
merupakan simpul-simpul pada ⌈n
3
⌉ kali graf Lingkaran Cm−3 dan n − ⌈n3 ⌉
kali graf Lingkaran Cm−1. Karena γ(Cm−3) = ⌈m−33 ⌉ dan γ(Cm−1) =
⌈m−1
3
⌉. Karena m ∈ Z+ dan m ≡ 1 (mod 3), maka dapat ditulis bahwa
γ(Cm−1) = γ(Cm−3) =
m−1
3
. Sehingga banyak himpunan dominasi jarak
satu pada Cn ⊲ Cm jika S ∈ V (Cn) ∪ V (Cm) adalah


























Kasus 2: S ∈ V (Cm)
Sama seperti kasus 2 untuk m ≡ 0 (mod 3), maka γ(Cm) = ⌈m3 ⌉. Karena
m ∈ Z+ dan m ≡ 1 (mod 3), sehingga bilangan dominasi jarak satu pada
setiap Cm adalah γ(Cm) = m+23 . Dengan demikian, bilangan dominasi jarak
satu pada Cn ⊲ Cm atau n buah graf Cm adalah












demikian, diambil batas atas minimal bilangan dominasi jarak satu pada Cn ⊲
Cm yaitu γ(Cn ⊲ Cm) ≤ n(m−1)3 + ⌈
n
3
⌉, sehingga simpul-simpul S diambil
dari simpul-simpul V (Cn)∪V (Cm). Banyaknya simpul maksimal yang dapat
didominasi oleh masing-masing simpul adalah sebagai berikut.
(i.) Untuk S ∈ Cn
Karena satu simpul S pada Cn maksimal dapat mendominasi 5 simpul,
maka banyak simpul yang dapat didominasi adalah 5⌈n
3
⌉.
(ii.) Untuk S ∈ Cm−1
Karena satu simpul S pada Cm−1 maksimal dapat mendominasi 3












(iii.) Untuk S ∈ Cm−3
Karena satu simpul maksimal dapat mendominasi 3 simpul dan
|Cm−3| = m − 3 mengakibatkan m ≡ 1 (mod 3), maka untuk setiap
Cm−3 terdapatm−4 simpul yang masing-masing mendominasi 3 simpul
dan satu simpul mendominasi 1 simpul. Sehingga banyak simpul yang



























































Gambar 4.5: Graf Cn ⊲ Cm untuk m ≡ 0 (mod 3) dengan Simpul-Simpul Warna





⌉ bukan bilangan dominasi yang minimum. Misalkan





⌉ − 1 dan simpul yang berkurang diambil
dari simpul anggota V (Cn). Sehingga banyak simpul maksimal yang dapat































− 4 < nm.
Karena banyaknya simpul yang terdominasi lebih kecil dari banyaknya
simpul pada Cn ⊲ Cm, maka γ(Cn ⊲ Cm)  n(m−1)3 + ⌈
n
3
⌉ − 1. Sehingga





3. m ≡ 2 (mod 3).
Kasus 1: S ∈ V (Cn) ∪ V (Cm)
Untuk m ≡ 2 (mod 3) pada kasus pertama juga diambil simpul-simpul Cn
yang berderajat 3 sebagai elemen himpunan dominasi jarak satu. Karena γ =
⌈n
3
⌉ dan simpul-simpulCm yang belum terdominasi terdiri dari ⌈n3 ⌉ kaliCm−3
dan n − ⌈n
3




Karena m ∈ Z+ dan m ≡ 2 (mod 3), maka dapat ditulis bahwa γ(Cm−1) =
m+1
3
dan γ(Cm−3) = m−23 . Dengan demikian, banyak simpul S pada Cn ⊲Cm
adalah






















Kasus 2: S ∈ V (Cm)
Karena γ(Cm) = ⌈m3 ⌉ dan m ∈ Z
+ dengan m ≡ 2 (mod 3), sehingga
bilangan dominasi jarak satu pada setiap Cm dapat ditulis γ(Cm) = m+13 .
Oleh karena itu, bilangan dominasi jarak satu pada graf Cn ⊲ Cm adalah





Dari kasus 1 dan 2, dapat dilihat bahwa γ(Cn ⊲ Cm) ≤ n(m+1)3 , yaitu S
dapat diambil dari simpul-simpul elemen V (Cm) maupun V (Cm) ∪ V (Cn).
Misalkan S diambil seperti pada kasus 2, hal ini mengakibatkan pada setiap
Cm terdapat m−23 simpul yang masing-masing dapat medominasi 3 simpul
dan satu buah simpul yang mendominasi 2 simpul, karena m ≡ 2 (mod 3).








+ 2(n · 1).
Jika n(m+1)
3















+ 2(n · 1) = nm− 3 < nm
Karena banyak simpul yang dapat didominasi kurang dari banyaknya simpul
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pada Cn ⊲ Cm, maka tidak benar bahwa γ(Cn ⊲ Cm) ≤ n(m+1)3 − 1. Sehingga
terbukti bahwa γ(Cn ⊲ Cm) = n(m+1)3 .
Ketiga pembuktian di atas menunjukkan bahwa γ(Cn ⊲Cm) = nm3 untuk m ≡ 0
(mod 3) dan γ(Cn ⊲ Cm) = n(m+1)3 untuk m ≡ 2 (mod 3). Bilangan dominasi pada
kedua nilai m tersebut dapat digabung sedemikian γ(Cn⊲Cm) = n⌈m3 ⌉. Sedangkan
















































Gambar 4.6: Graf Cn ⊲ Sm dengan Simpul Pusat Sm Merupakan Simpul Elemen
Himpunan Dominasi Jarak Satu
Teorema 4.7. Diberikan graf lingkaran Cn dan graf bintang Sm dengan masing-
masing ordernya n dan m untuk n,m ≥ 3. Maka bilangan dominasi jarak satu
pada graf hasil operasi comb Cn ⊲ Sm adalah γ(Cn ⊲ Sm) = n.
Bukti: Misalkan V (Cn) = {vi|1 ≤ i ≤ n} dan V (Sm) = {x, xj |1 ≤ j ≤ m}.
Sama seperti graf Pm ⊲ Sn pada Teorema 4.4, karena salah satu pendant dari graf
Sm dilekatkan padaCn, sehingga himpunan simpul V (Cn⊲Sm) = {v1, v2, . . . , vn}∪
{x1, x2, . . . , xn}∪{xi,j |1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m−1} dengan |Cn ⊲Sm| = n(m+1).
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Simpul dengan derajat maksimum pada graf Cn ⊲ Sm juga merupakan simpul pusat
dari graf bintang Sm, yaitu deg(xi) = m. Ambil simpul xi dengan derajat m sebagai
simpul anggota S. Untuk setiap vi, xi, xi,j ∈ V (Cn ⊲ Sm), d(xi, vi) = d(xi, xi,j) =
1, maka xi dapat mendominasi m + 1 simpul. Karena i = 1, 2, 3, . . . , n, maka
banyak simpul yang terdominasi maksimal n(m + 1). Dengan demikian, |S| =
γ(Cn ⊲ Sm) ≤ n.
Andaikan γ(Cn ⊲ Sm) ≤ n − 1, maka banyak simpul maksimal yang dapat
didominasi adalah (n − 1)(m + 1). Karena (n − 1)(m + 1) ≤ n(m + 1), maka
pastilah terdapat beberapa simpul Cn ⊲ Sm yang tidak dapat didominasi oleh S.
Oleh karena itu, |S|  n − 1. Dengan demikian, n adalah kardinalitas minimum
dari himpunan dominasi pada Cn ⊲ Sm, maka |S| = γ(Cn ⊲ Sm) = n.
Graf Cn⊲Sm dapat dilihat pada Gambar 4.6 dengan simpul yang berwarna putih
adalah simpul elemen himpunan dominasi jarak satu.
Sebagaimana dalam Teorema 4.4, graf Bintang Sn pada Teorema 4.7 juga
dibatasi untuk untuk n ≥ 3. Karena Cn ⊲ S1 isomorfis dengan Cn⊙G1 dan Cn ⊲ S2
isomorfis dengan Cn ⊲ P3. Sehingga bilangan dominasi jarak satu pada Cn ⊲ Sn
untuk n = 1 dan n = 2 sudah termasuk dalam Teorema 4.1 dan Teorema 4.5.
4.3 Bilangan Dominasi Jarak Dua
4.3.1 Bilangan Dominasi Jarak Dua pada Graf G dengan diam(G) ≤ 2
Pada bagian ini akan ditunjukkan beberapa observasi mengenai bilangan
dominasi jarak dua dari suatu graf dengan diameter maksimal sama dengan dua.
Observasi 4.1. Jika sebuah graf G yang mempunyai diameter kurang dari atau
sama dengan dua, yaitu diam(G) ≤ 2, maka bilangan dominasi jarak dua dari
graf G adalah γ2(G) = 1.
Sesuai definisi diameter graf G yang merupakan jarak terpanjang diantara
sebarang dua simpul padaG, maka jika diambil sebarang simpul vi ∈ V (G) sebagai
simpul elemen himpunan dominasi jarak dua S2(G) berakibat d(vi, V (G)) ≤ 2. Hal
ini memenuhi definisi bilangan dominasi jarak dua, sehingga γ2(G) = 1.
Contoh graf-graf dengan diameter kurang dari atau sama dengan dua
diantaranya graf Lengkap (Complete) Kn, graf Roda (Wheel) Wn, graf Kipas (Fan)
Fn, graf Persahabatan (Friendship) Wm2 , dan graf Bintang (Star) Sn seperti yang
ditunjukkan pada Gambar 4.7. Simpul-simpul yang berwarna putih pada graf-graf
tersebut merupakan simpul elemen himpunan dominasi jarak dua.
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Gambar 4.7: Graf-Graf dengan Himpunan Dominasi Jarak Dua sama dengan Satu
Observasi 4.2. Gm dan Hn adalah graf terhubung dengan masing-masing
ordernya m dan n. Jika diameter dari graf G adalah satu maka γ2(Gm⊙Hn) = 1.
Karena graf Gm dan Hn dioperasikan menggunakan operasi korona, maka
∀vi ∈ Gm dan vi,j ∈ Hi berakibat d(vi, vi,j) = 1. Jika diambil sebarang simpul
vk ∈ V (Gm) dengan vk 6= vi sebagai simpul elemen himpunan dominasi jarak
dua berakibat d(vk, vi) = 1, karena diameter graf Gm sama dengan 1. Sedangkan
d(vk, vi,j) = d(vk, vi) + d(vi, vi,j) = 2 atau dengan kata lain suatu simpul pada graf
G memiliki jarak maksimal 2 terhadap semua simpul pada graf Gm⊙Hn, sehingga
γ2(Gm ⊙Hn) = 1.
Graf dengan diameter sama dengan satu misalnya graf Lengkap (Complete)
Kn. Sehingga graf Kn jika dikoronakan dengan sebarang graf H maka bilangan
dominasi jarak dua pada graf tersebut sama dengan satu γ2(Kn ⊙H) = 1
4.3.2 Bilangan Dominasi Jarak Dua pada Lintasan Pm dan Lingkaran Cn
Pada Tabel 2.1 disebutkan bahwa bilangan dominasi jarak satu pada graf




ini akan ditunjukkan bilangan dominasi jarak dua pada graf Lintasan dan Lingkaran.
Teorema 4.8. Graf lintasan dengan m simpul Pm, untuk m ≥ 2 mempunyai
bilangan dominasi jarak dua γ2(Pm) = ⌈m5 ⌉.
Bukti: Banyak simpul pada graf Lintasan Pm adalah |Pm| = m. Karena
derajat maksimal dari simpul-simpul pada Pm adalah 2, maka satu simpul dapat
mendominasi maksimal 5 simpul dengan jarak kurang dari atau sama dengan
44
2. Dengan demikian jumlah simpul minimal yang dapat mendominasi m simpul
adalah ⌈m
5
⌉. Jadi, γ2(Pm) ≥ ⌈m5 ⌉.
Selanjutnya, ditunjukkan bahwa ⌈m
5
⌉ adalah banyak simpul minimal yang dapat
mendominasi semua simpul graf Pm. Andaikan γ2(Pm) = ⌈m5 ⌉ − 1, maka banyak
simpul maksimal yang dapat didominasi sampai jarak dua adalah 5(⌈m
5
⌉ − 1) ≤
5(m+4
5
−1) = m−1. Sehingga maksimal hanyam−1 simpul yang dapat didominasi,
maka pastilah terdapat minimal satu simpul Pm yang tidak dapat didominasi. Oleh
karena itu, |S2| = γ2(Pm) 6= ⌈m5 ⌉ − 1.
Karena ⌈m
5
⌉ adalah jumlah simpul minimal yang dapat mendominasi semua
simpul pada Pm, maka γ2(Pm) = ⌈m5 ⌉.
vmv7v6v5v4v3v1 v2 v8 v9
Gambar 4.8: Simpul Putih pada Graf Lintasan Pm merupakan Contoh Simpul
Himpunan Elemen Dominasi Jarak Dua
Teorema 4.9. Graf lingkaran dengan n simpul Cn, untuk n ≥ 3 mempunyai
bilangan dominasi jarak dua γ2(Cn) = ⌈n5 ⌉.
Bukti: Lingkaran merupakan graf reguler 2. Sehingga untuk setiap ui elemen
V (Cn), deg(ui) = 2. Karena untuk setiap u anggota S2, u dapat mendominasi









simpul minimal yang dapat mendominasi semua simpul graf Cn. Maka jumlah
simpul maksimal yang dapat didominasi sampai jarak dua adalah 5(⌈n
5
⌉ − 1) ≤
5(n+4
5
− 1) = n − 1. Sehingga maksimal hanya n − 1 simpul yang dapat
didominasi oleh S2, maka pastilah terdapat minimal satu simpulCn yang tidak dapat
didominasi. Oleh karena itu, |s2| = γ2(Cn) 6= ⌈n5 ⌉ − 1.
Dengan demikian, ⌈n
5
⌉ adalah jumlah simpul minimal yang dapat mendominasi
semua simpul pada Cn, maka γ2(Cn) = ⌈n5 ⌉.
4.3.3 Bilangan Dominasi Jarak Dua pada Graf Hasil Operasi Korona
Berbeda dengan bilangan dominasi jarak satu seperti pada subbab 4.1, untuk
bilangan dominasi jarak dua pada graf hasil operasi korona tidak dapat dige-


















Gambar 4.9: Simpul Putih pada Graf Lingkaran Cn merupakan Contoh Simpul
Himpunan Elemen Dominasi Jarak Dua
teorema, yaitu untuk bilangan dominasi jarak dua pada graf Lintasan Pm yang
dikoronakan dengan sebarang graf Gn serta graf Lingkaran Cn yang dikoronakan
dengan sebarang graf Hm.
Teorema 4.10. Diberikan graf lintasan Pm dan sebarang graf Gn dengan masing-
masing ordernya m dan n untuk m ≥ 2 dan n ≥ 1. Maka bilangan dominasi jarak
dua pada graf hasil operasi korona Pm ⊙Gn adalah γ2(Pm ⊙Gn) = ⌈m3 ⌉.
Bukti: Misalkan V (Pm ⊙ Gn) = {v1, v2, . . . , vm} ∪ {vi,j|1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤
n}, maka |Pm ⊙ Gn| = mn + m. Kasus-kasus berikut ini menunjukkan tiga
kemungkinan simpul-simpul elemen himpunan dominasi jarak dua yang minimum
pada graf Pm ⊙Gn.
Kasus 1: S2 ∈ V (Gi)
Untuk setiap vi,j elemen V (Gi), vi,j maksimal dapat mendominasi n + 3 simpul.
Sehingga banyak simpul elemen himpunan dominasi jarak dua maksimal mn+m
n+3
,
maka |S2| ≤ mn+mn+3 .
Kasus 2: S2 ∈ V (Pm)
Untuk setiap vi elemen V (Pm), vi maksimal dapat mendominasi 3n + 5 simpul.
Sehingga banyak simpul elemen himpunan dominasi jarak dua maksimal mn+m
3n+5
,
maka |S2| ≤ mn+m3n+5 .
Kasus 3: S2 ∈ V (Gi) ∪ V (Pm)
Untuk setiap vi elemen V (Pm) dan vi,j elemen V (Gi), maka dua simpul maksimal












diambil batas atas yang terkecil yaitu simpul-simpul S2 elemen dari simpul-simpul







, maka interval atau
jarak setiap simpul elemen S2 ke simpul elemen S2 yang lain sama dengan 3.
Karena |S2| harus bilangan bulat dan jarak setiap simpul elemen S2 pada V (Pm)
sama dengan 3 maka jumlah simpul minimal yang dapat mendominasi simpul-




Andaikan |S2| = ⌈m3 ⌉−1, untuk menunjukkan apakah ⌈m3 ⌉merupakan bilangan
dominasi yang paling minimum. Maka banyak simpul maksimal yang dapat












(3n+ 3) = mn +m− n− 1 < mn +m.
Dengan demikian, tidak semua simpul Pm ⊙ Gn dapat didominasi. Oleh karena
itu, |S2| 6= ⌈m3 ⌉ − 1 dan ⌈
m
3
⌉ merupakan bilangan dominasi minimum pada graf
































Gambar 4.10: Graf Pm ⊙ Cn untuk m ≡ 2 (mod 3) dengan Simpul-Simpul Warna
Putih Merupakan Simpul Elemen Himpunan Dominasi Jarak Dua
Berdasarkan pembuktian pada Teorema 4.10 maka dapat ditentukan banyaknya
himpunan dominasi jarak dua pada graf hasil operasi korona antara graf Lintasan
dengan graf Lintasan, graf Lintasan dengan graf Lingkaran serta graf Lintasan
dengan graf Bintang seperti pada Akibat 4.3 berikut ini. Gambar 4.10 menunjukkan
contoh simpul-simpul elemen himpunan dominasi pada graf Pm ⊙ Cn.
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Akibat 4.3. Bilangan dominasi jarak dua pada graf lintasan yang dikoronakan
dengan graf lintasan, lingkaran, dan graf bintang adalah γ2(Pm⊙Pn) = γ2(Pm⊙




Teorema 4.11. Diberikan graf lingkaran Cn dan sebarang graf Hm dengan
masing-masing ordernya n dan m untuk n ≥ 3 dan m ≥ 1. Maka bilangan




Bukti: Misalkan V (Cn ⊙ Hm) = {u1, u2, . . . , un} ∪ {ui,j|1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤
m}, maka |Cn ⊙ Hm| = nm + n. Kasus-kasus berikut ini menunjukkan tiga
kemungkinan simpul-simpul elemen himpunan dominasi jarak dua yang minimum
pada graf Cn ⊙Hm.
Kasus 1: S2 ∈ V (Hi)
Untuk setiap ui,j elemen V (Hi), ui,j maksimal dapat mendominasi m + 3 simpul.
Sehingga banyak simpul elemen himpunan dominasi jarak dua maksimal nm+n
m+3
,
maka |S2| ≤ nm+nm+3 .
Kasus 2: S2 ∈ V (Cn)
Untuk setiap ui elemen V (Cn), ui maksimal dapat mendominasi 3m + 5 simpul.
Sehingga banyak simpul elemen himpunan dominasi jarak dua maksimal nm+n
3m+5
,
maka |S2| ≤ nm+n3m+5 .
Kasus 3: S2 ∈ V (Hi) ∪ V (Cn)
Untuk setiap ui elemen V (Cn) dan ui,j elemen V (Hi), maka dua simpul maksimal











diambil batas atas yang terkecil yaitu simpul S2 elemen dari simpul-simpul graf







, maka interval atau jarak
setiap simpul elemen S2 ke simpul elemen S2 yang lain sama dengan 3. Karena |S2|
harus bilangan bulat dan jarak setiap simpul elemen S2 pada V (Cn) sama dengan 3
maka jumlah simpul minimal yang dapat mendominasi simpul-simpul V (Cn⊙Hm)
adalah ⌈n
3
⌉, maka γ2(Cn ⊙Hm) ≤ ⌈n3 ⌉.
Oleh karena itu, untuk menunjukkan apakah ⌈n
3
⌉ merupakan bilangan dominasi
yang paling minimum, yaitu dengan memisalkan |S2| = ⌈n3 ⌉ − 1. Maka banyak












(3m+ 3) = nm+ n−m− 1 < nm+ n.
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⌉merupakan bilangan dominasi minimum pada graf Cn⊙Hm. Maka




Sebagaimana Teorema 4.10, dari Teorema 4.11 juga dapat dituliskan sebuah




























Gambar 4.11: Graf Cn ⊙ Sm untuk m ≡ 2 (mod 3) dengan Simpul-Simpul Warna
Putih Merupakan Simpul Elemen Himpunan Dominasi Jarak Dua
Akibat 4.4. Bilangan dominasi jarak dua pada graf lingkaran yang dikoronakan
dengan graf lintasan, lingkaran, dan graf bintang adalah γ2(Cn ⊙ Pm) = γ2(Cn ⊙




Contoh graf hasil operasi korona antara graf Lingkaran Cn dan sebarang graf
G dapat dilihat pada Gambar 4.11. Pada gambar tersebut graf Lingkaran Cn
dioperasikan dengan graf Bintang Sm.
4.3.4 Bilangan Dominasi Jarak Dua pada Graf Hasil Operasi Comb
Bilangan dominasi jarak dua pada graf hasil operasi comb juga ditentukan pada
enam graf khusus seperti pada subbab 4.2, antara lain graf Pm ⊲ Pn, Pm ⊲ Cn, Pm ⊲
Sn, Cn ⊲Pm, Cn ⊲Pm, dan Cn ⊲Sm. Penentuan simpul-simpul yang dilekatkan pada
masing-masing graf juga sama seperti yang jarak satu.
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Teorema 4.12. Diberikan dua buah graf lintasan Pm dan Pn dengan masing-
masing ordernya m dan n untuk m,n ≥ 2. Maka bilangan dominasi jarak dua
















⌉ jika n ≡ 2 (mod 5)
Bukti: Misalkan V (Pm ⊲Pn) = {Vi,j|1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n} dan |Pm ⊲Pn| = mn.
Graf Pm ⊲ Pn dapat dilihat pada Gambar 4.12. Berdasarkan definisi operasi comb,
maka simpul ujung Pn yang melekat pada graf Pm dapat dikatakan sebagai simpul-
simpulPn atau pun simpul-simpulPm. Oleh karena itu, untuk menunjukkan banyak
simpul minimal yang menjadi elemen himpunan dominasi jarak dua pada graf
Pm ⊲ Pn, maka untuk masing-masing nilai n akan dibagi menjadi dua kasus. Kasus
pertama jika simpul-simpul S hanya diambil dari simpul-simpul Pn, sedangkan
kasus kedua jika S2 diambil dari V (Pn) ∪ V (Pm) dengan ketentuan simpul S2
diambil terlebih dahulu dari V (Pn)sebanyak kelipatan 5, karena satu simpul elemen
S2 pada Pn dapat mendominasi maksimal 5 simpul. Kemudian dilanjutkan pada
simpul-simpul V (Pn) yang terhubung atau memiliki jarak terkecil dengan V (Pm)
yang belum terdominasi.
1. n ≡ 0 (mod 5)
Kasus 1: S2 ∈ V (Pn)
Menurut Teorema 4.8 γ2(Pn) = ⌈n5 ⌉, karena n ≡ 0 (mod 5) dan n ∈ Z+
maka bilangan dominasi jarak dua pada setiap Pi,n adalah γ2(Pn) = ⌈n5 ⌉
yang nilanya adalah γ2(Pn) = n5 . Karena terdapat m buah Pn pada graf
Pm ⊲ Pn, maka batas atas bilangan dominasi jarak dua pada Pm ⊲ Pn adalah




Kasus 2: S2 ∈ V (Pn) ∪ V (Pm)
Karena n ≡ 0 (mod 5), maka dari kasus pertama semua simpul sudah dapat
didominasi dengan jarak maksimal dua.
Oleh karena itu, batas atas minimal yang diambil dari bilangan dominasi jarak
dua pada Pm ⊲ Pn adalah





Selanjutnya akan ditunjukkan apakah mn
5
merupakan bilangan dominasi yang
minimum pada graf Pm ⊲Pn. Andaikan γ2(Pm ⊲Pn) ≤ mn5 −1. Karena setiap
simpul elemen S2 maksimal dapat mendominasi 5 simpul, maka banyak






= mn− 5 < mn.
Dengan demikian, γ2(Pm ⊲ Pn)  mn5 − 1, karena terdapat beberapa simpul
yang tidak dapat didominasi. Sehingga terbukti bahwa mn
5
adalah bilangan
dominasi jarak dua yang minimal pada graf Pm⊲Pn, maka γ2(Pm⊲Pn) = mn5 .
2. n ≡ 1 (mod 5)
Kasus 1: S2 ∈ V (Pn)
Untuk setiap Pi,n, bilangan dominasi jarak dua pada Pn adalah γ2(Pn) = ⌈n5 ⌉,
karena n ≡ 1 (mod 5) dan n ∈ Z+, maka γ(Pn) = n+45 . Karena terdapat m
buah Pn pada graf Pm ⊲Pn, maka batas atas bilangan dominasi jarak dua pada
Pm ⊲ Pn adalah γ2(Pm ⊲ Pn) ≤ m(γ2(Pn)) = m(n+4)5 .
Kasus 2: S2 ∈ V (Pn) ∪ V (Pm)
Karena n ≡ 1 (mod 5), maka terlebih dahulu ditentukan bilangan dominasi
jarak dua pada Pn−1. Sebagaimana Teorema 4.8, γ2(Pn−1) = ⌈n−15 ⌉. Karena
m ∈ Z+ dengan m ≡ 1 (mod 3), maka γ2(Pn−1) = n−15 . Sehingga untuk m
buah Pn−1 maka bilangan dominasi jarak duanya adalah m(n−1)5 . Sedangkan
satu simpul pada Pn yang belum terdominasi yang juga merupakan simpul-
simpul V (Pm) memiliki bilangan dominasi ⌈m5 ⌉. Dengan demikian bilangan











sehingga diambil batas yang minimal untuk bilangan dominasi jarak dua pada








⌉ bukan bilangan dominasi yang minimal, misalkan





⌉ − 1. Karena setiap simpul maksimal





























5 = mn− 5 < mn.
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Dengan demikian, simpul yang terdominasi kurang dari order pada graf Pm ⊲






⌉−1 dan terbukti bahwa γ2(Pm ⊲Pn) = m(n−1)5 +
⌈m
5
⌉ adalah bilangan dominasi jarak dua yang minimal.
3. n ≡ 2 (mod 5)
Kasus 1: S2 ∈ V (Pm)
Untuk setiap Pi,n, bilangan dominasi jarak dua pada Pn adalah γ2(Pn) = ⌈n5 ⌉,
karena n ∈ Z+ dan n ≡ 2 (mod 5), maka γ2(Pn) = n+35 . Karena terdapat
m buah Pn pada graf Pm ⊲ Pn, maka batas atas bilangan dominasi jarak dua
pada Pm ⊲ Pn adalah γ2(Pm ⊲ Pn) ≤ m(γ2(Pn)) = m(n+3)5 .
Kasus 2: S2 ∈ V (Pn) ∪ V (Pm)
Karena n ≡ 2 (mod 5), maka terlebih dahulu ditentukan bilangan
dominasi jarak dua pada Pn−2. Sebagaimana pada pembuktian-pembuktian
sebelumnya, maka γ2(Pn−2) = n−25 . Sehingga untuk m buah Pn−2 maka
bilangan dominasi jarak duanya adalah m(n−2)
5
. Sedangkan dua simpul pada
setiap Pn yang belum terdominasi salah satunya merupakan simpul V (Pm).
Sehingga himpunan simpul yang belum terdominasi sama dengan graf Pm
yang masing-masing simpulnya terhubung dengan sebuah simpul. Setiap
simpul yang belum terdominasi tersebut isomorfis dengan graf Pm ⊙ G1, G1
adalah trivial yang hanya memiliki satu simpul. Sehingga menurut Teorema
4.10, γ2(Pm ⊙ G1) = ⌈m3 ⌉. Dengan demikian bilangan dominasi pada graf




Dua kemungkinan batas atas minimal bilangan dominasi jarak dua pada kasus






, sehingga diambil batas










⌉ bukan bilangan dominasi yang minimal. Andaikan





⌉ − 1. Karena setiap simpul maksimal
































Karena mn− 2m+ 5m
3
< mn, sehingga terdapat beberapa simpul yang tidak
dapat didominasi. Sehingga γ2(Pm ⊲ Pn)  m(n−2)5 + ⌈
m
3
⌉ − 1 dan terbukti




Sebagai contoh, perhatikan Gambar 4.12. Jika vm,n−2 bukan elemen S2, maka
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v1,1 v2,1 v3,1 vm−1,1
Gambar 4.12: Graf Pm ⊲ Pn untuk n ≡ 2 (mod 5) dengan Simpul-Simpul Warna
Putih Merupakan Simpul Elemen Himpunan Dominasi Jarak Dua
4. n ≡ 3 (mod 5)
Kasus 1: S2 ∈ V (Pn)
Untuk setiap Pi,n, bilangan dominasi jarak dua pada Pn adalah γ2(Pn) = ⌈n5 ⌉
, karena n ≡ 3 (mod 5) dan n ∈ Z+, maka γ2(Pn) = n+25 . Karena terdapat
m buah Pn pada graf Pm ⊲ Pn, maka batas atas bilangan dominasi jarak dua
pada Pm ⊲ Pn adalah γ2(Pm ⊲ Pn) ≤ m(γ2(Pn)) = m(n+2)5 .
Kasus 2: S2 ∈ V (Pn) ∪ V (Pm)
Karena n ≡ 3 (mod 5), maka terlebih ditentukan bilangan dominasi jarak dua
pada Pn−3. Sama seperti pembuktian sebelumnya, maka γ2(Pn−3) = n−35 .
Sehingga untuk m buah Pn−3 maka bilangan dominasi jarak duanya adalah
m(n−3)
5
. Sedangkan tiga simpul pada setiap Pn yang belum terdominasi salah
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satunya merupakan simpul-simpul V (Pm). Sehingga himpunan simpul yang
belum terdominasi sama dengan m buah graf P3 dengan salah satu simpul
ujungnya terhubung dan membentuk Lintasan Pm. Karena jarak terjauh untuk
setiap simpul Pm pada simpul Pn yang belum terdominasi sama dengan 2,
maka setiap simpul Pm diambil sebagai elemen S2, sehingga kedua simpul
Pn tersebut dapat didominasi. Dengan demikian bilangan dominasi jarak dua





+m, sehingga kasus 1 dan 2 menunjukkan bilangan
dominasi jarak dua minimal yang sama. Sehingga γ2(Pm⊲Pn) ≤ m(n−3)5 +m.
Selanjutnya, misalkan m(n−3)
5
+ m bukan bilangan dominasi yang minimal.
Andaikan γ2(Pm ⊲ Pn) ≤ m(n−3)5 +m − 1, karena setiap simpul dari
m(n−3)
5
simpul dapat mendominasi maksimal 5 simpul dan setiap simpul dari m
simpul dapat mendominasi 3 simpul. Maka jika diambil sebuah simpul dari
m(n−3)
5
simpul bukan menjadi elemen S2 pada Pn mengakibatkan banyak






5 +m · 3 = mn− 5 < mn.
Dengan demikian terdapat beberapa simpul yang tidak dapat didominasi,
karena jumlah simpul maksimal yang dapat didominasi kurang dari
banyaknya simpul pada Pm ⊲ Pn. Sehingga γ2(Pm ⊲ Pn)  m(n−3)5 +m − 1




5. n ≡ 4 (mod 5)
Kasus 1: S2 ∈ V (Pn)
Untuk setiap Pi,n, bilangan dominasi jarak dua pada Pn adalah γ2(Pn) = ⌈n5 ⌉,
karena n ≡ 4 (mod 5) dan n ∈ Z+, maka γ2(Pn) = n+15 . Karena terdapat
m buah Pn pada graf Pm ⊲ Pn, maka batas atas bilangan dominasi jarak dua
pada Pm ⊲ Pn adalah γ2(Pm ⊲ Pn) ≤ m(γ2(Pn)) = m(n+1)5 .
Kasus 2: S2 ∈ V (Pn) ∪ V (Pm)
Karena n ≡ 4 (mod 5), maka pertama kali ditentukan bilangan dominasi jarak
dua pada Pn−4. Sama seperti pembuktian sebelumnya, maka γ2(Pn−4) =
n−4
5
. Sehingga untuk m buah Pn−4 maka bilangan dominasi jarak duanya
adalah m(n−4)
5
. Sedangkan 4 simpul pada setiap Pn yang belum terdominasi
salah satunya merupakan simpul-simpul V (Pm). Sehingga himpunan simpul
54
yang belum terdominasi terdiri dari m buah graf P4 dengan salah satu simpul
ujungnya terhubung membentuk Lintasan Pm, Karena jarak terjauh untuk
setiap simpul Pm pada simpul Pn yang belum terdominasi sama dengan 3,
maka jika diambil simpul Pm sebagai elemen S2 mengakibatkan banyaknya
himpunan dominasi yang dibutuhkan untuk menjangkau simpul-simpul yang
belum terdominasi tidak akan minimum, karena simpul yang dibutuhkan
pasti lebih dari m simpul. Sehingga untuk kasus ini minimal diambil
satu simpul untuk masing-masing P4 dan bukan vi,1 atau pun vi,4, karena
d(vi,1, vi,4) = 3. Dengan demikian dibutuhkan minimal m simpul dengan
masing-masing simpul dapat mendominasi 4 simpul, yaitu vi,2 atau vi,3.
Karena i = 1, 2, . . . , m, maka bilangan dominasi jarak dua pada graf Pm ⊲Pn




Kasus 1 dan 2 menunjukkan bilangan dominasi jarak dua minimal yang sama.
Sehingga kita dapat mengambil batas atas bilangan dominasi jarak dua pada
Pm ⊲ Pn yaitu γ2(Pm ⊲ Pn) ≤ m(n−4)5 +m.
Andaikan m(n−4)
5
+ m bukan bilangan dominasi jarak dua yang minimal.
Misalkan γ2(Pm ⊲ Pn) ≤ m(n−4)5 +m− 1, yaitu dengan mengambil sebarang
satu simpul pada Pn sedemikian tidak lagi menjadi elemen S2. Hal ini






5 +m · 4 = mn− 5 < mn.
Dengan demikian terdapat beberapa simpul yang tidak dapat didominasi.
Sehingga γ2(Pm ⊲ Pn) ≤ m(n−4)5 +m− 1 dan terbukti bahwa γ2(Pm ⊲ Pn) =
m(n−4)
5




Masing-masing nilai n pada kelima pembuktian di atas menunjukkan bilangan
dominasi jarak dua pada Pm ⊲ Pn berbeda-beda. Untuk n ≡ 0 (mod 5), n ≡ 3 (mod
5), dan n ≡ 4 (mod 5) dapat disimpulkan bahwa γ2(Pm ⊲ Pn) = m⌈n5 ⌉. Untuk
n ≡ 1 (mod 5), γ2(Pm ⊲ Pn) = m⌊n5 ⌋ + ⌈m5 ⌉, sedangkan untuk n ≡ 2 (mod 5),







Teorema 4.13. Diberikan graf lintasan Pm dan graf lingkaran Cn dengan masing-
masing ordernya m dan n untuk m ≥ 2, n ≥ 3. Maka bilangan dominasi jarak dua
pada graf hasil operasi comb Pm ⊲ Cn adalah















⌉ jika n ≡ 2 (mod 5),n ≡ 3 (mod 5)
Bukti: Andaikan V (Pm⊲Cn) = {Vi,j|1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n} dan |Pm⊲Cn| = mn.
Graf Pm ⊲ Cn dapat dilihat pada Gambar 4.13. Berdasarkan definisi operasi
comb, maka simpul ujung Cn yang melekat pada graf Pm dapat dikatakan sebagai
simpul-simpul Cn atau pun simpul-simpul Pm. Oleh karena itu, untuk menun-
jukkan banyak simpul minimal yang menjadi elemen himpunan dominasi jarak satu
pada graf Pm ⊲ Cn, maka untuk masing-masing nilai n akan dibagi menjadi dua
kasus. Kasus pertama jika simpul-simpul S2 hanya diambil dari simpul-simpul Cn,
sedangkan kasus kedua jika S2 diambil dari V (Cn) ∪ V (Pm) dengan ketentuan
simpul S2 diambil terlebih dahulu dari V (Cn) sebanyak kelipatan 5, karena satu
simpul elemen S2 pada Cn dapat mendominasi maksimal 5 simpul. Kemudian
dilanjutkan pada simpul-simpul V (Pm) yang terhubung atau memiliki jarak terkecil
dengan V (Cn) yang belum terdominasi.
1. n ≡ 0 (mod 5)
Karena n ≡ 0 (mod 5), maka batas atas bilangan dominasi jarak dua pada
Pm ⊲ Cn dapat ditentukan jika diambil S2 ∈ V (Cn). Berdasarkan Teorema
4.9 γ2(Cn) = ⌈n5 ⌉. Karena n ≡ 0 (mod 5) dan n ∈ Z+ maka bilangan
dominasi jarak dua pada setiap Ci,n adalah γ2(Cn) = n5 . Karena terdapat m
buah Cn pada graf Pm⊲Cn, maka batas atas bilangan dominasi jarak dua pada
Pm ⊲ Cn adalah γ2(Pm ⊲ Cn) ≤ m(γ2(Cn)) = mn5 .
Untuk menunjukkan apakah mn
5
merupakan bilangan dominasi yang
minimum pada graf Pm ⊲Cn, misalkan γ2(Pm ⊲Cn) ≤ mn5 −1. Karena setiap
simpul elemen S2 maksimal dapat mendominasi 5 simpul, maka banyak






= mn− 5 < mn.
Sehingga γ2(Pm ⊲Cn)  mn5 −1, karena terdapat beberapa simpul yang tidak
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dapat didominasi. Maka terbukti bahwa mn
5
adalah bilangan dominasi jarak
dua yang minimal pada graf Pm ⊲ Cn. Oleh karena itu, γ2(Pm ⊲ Cn) = mn5 .
2. n ≡ 1 (mod 5)
Kasus 1: S2 ∈ V (Pn)
Untuk setiapCi,n, bilangan dominasi jarak dua padaCn adalah γ2(Cn) = ⌈n5 ⌉,
karena n ≡ 1 (mod 5) dan n ∈ Z+, maka γ2(Cn) = n+45 . Karena terdapat
m buah Cn pada graf Pm ⊲ Cn, maka batas atas bilangan dominasi jarak dua
pada Pm ⊲ Cn adalah γ2(Pm ⊲ Cn) ≤ m(γ2(Cn)) = m(n+4)5 .
Kasus 2: S2 ∈ V (Cn) ∪ V (Pm)
Karena n ≡ 1 (mod 5), maka terlebih dahulu ditentukan bilangan dominasi
jarak dua pada Cn−1. Sebagaimana Teorema 4.9, γ2(Cn−1) = ⌈n−15 ⌉. Karena
n ≡ 1 (mod 5) dan n ∈ Z+, maka γ2(Cn−1) = n−15 . Sehingga untuk m
buah Cn−1 maka bilangan dominasi jarak duanya adalah m(n−1)5 . Sedangkan
satu simpul pada Cn yang belum terdominasi yang juga merupakan simpul-
simpul V (Pm) memiliki bilangan dominasi ⌈m5 ⌉. Dengan demikian bilangan











batas yang minimal untuk bilangan dominasi jarak dua pada Pm ⊲ Cn, yaitu


























5 = mn− 5 < mn.
Karena simpul yang dapat didominasi kurang dari |Pm ⊲ Cn|, maka terdapat









3. n ≡ 2 (mod 5)
Kasus 1: S2 ∈ V (Pn)
Untuk setiapCi,n, bilangan dominasi jarak dua padaCn adalah γ2(Cn) = ⌈n5 ⌉.
Karena n ≡ 2 (mod 5) dan n ∈ Z+, maka γ2(Cn) = n+35 . Karena terdapat
m buah Cn pada graf Pm ⊲ Cn, maka batas atas bilangan dominasi jarak dua
pada Pm ⊲ Cn adalah γ2(Pm ⊲ Cn) ≤ m(γ2(Cn)) = m(n+3)5 .
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Kasus 2: S2 ∈ V (Cn) ∪ V (Pm)
Seperti pada pembuktian-pembuktian sebelumnya, maka γ2(Cn−2) = ⌈n−25 ⌉.
Karena n ≡ 2 (mod 5) dan n ∈ Z+, maka γ2(Cn−2) = n−25 . Sehingga
untuk m buah Cn−2 maka bilangan dominasi jarak duanya adalah m(n−2)5 .
Sedangkan dua simpul pada setiap Cn yang belum terdominasi salah
satunya merupakan simpul V (Pm). Sehingga himpunan simpul yang belum
terdominasi sama dengan graf Pm yang masing-masing simpulnya terhubung
dengan sebuah simpul. Simpul-simpul tersebut isomorfis dengan graf Pm ⊙
G1, sehingga menurut Teorema 4.10, γ2(Pm⊙G1) = ⌈m3 ⌉. Dengan demikian











batas yang minimal untuk bilangan dominasi jarak dua pada Pm ⊲ Cn, yaitu
















⌉−1. Karena setiap simpul maksimal dapat mendominasi































Karena mn − 2m + 5m
3
< mn, maka terdapat beberapa simpul yang tidak
dapat didominasi. Sehingga γ2(Pm ⊲ Cn)  m(n−2)5 + ⌈
m
3
⌉ − 1 dan terbukti




Pada Gambar 4.13 ditunjukkan contoh bilangan dominasi jarak dua pada
Pm ⊲ Cn untuk n ≡ 2(mod 5). Jika pada gambar tersebut vm,4 tidak diambil
sebagai elemen S2 maka simpul-simpul yang tidak dapat didominasi oleh
simpul manapun elemen S2 antara lian vm,2, vm,3, vm,4, vm,5 dan vm,6.
4. n ≡ 3 (mod 5)
Kasus 1: S2 ∈ V (Cn)
Untuk setiapCi,n, bilangan dominasi jarak dua padaCn adalah γ2(Cn) = ⌈n5 ⌉.



































Gambar 4.13: Graf Pm ⊲ Cn untuk n ≡ 2 (mod 5) dengan Simpul-Simpul Warna
Putih Merupakan Simpul Elemen Himpunan Dominasi Jarak Dua
m buah Cn pada graf Pm ⊲ Cn, maka batas atas bilangan dominasi jarak dua
pada Pm ⊲ Cn adalah γ2(Pm ⊲ Cn) ≤ m(γ2(Cn)) = m(n+2)5 .
Kasus 2: S2 ∈ V (Cn) ∪ V (Pm)
Karena n ≡ 3 (mod 5), maka terlebih dahulu ditentukan bilangan




. Sehingga untuk m buah Cn−3 maka bilangan dominasi
jarak duanya adalah m(n−3)
5
. Sedangkan tiga simpul pada setiap Cn yang
belum terdominasi salah satunya merupakan simpul-simpul V (Pm). Karena
derajat tertinggi V (Pm) = 4, dan dua tetangganya merupakan simpul-simpul
pada Ci, n, maka dua simpul pada Cn yang belum terdominasi selain simpul
V (Pm) diambil yang jaraknya satu ke setiap V (Pm). Sehingga himpunan
simpul yang belum terdominasi isomorfis dengan graf Pm⊙G2, G2 pada graf
ini merupakan dua simpul yang tidak terhubung yang dikoronakan dengan
lintasan Pm. Sehingga berdasarkan Teorema 4.10 simpul-simpul tersebut
memiliki bilangan dominasi sama dengan ⌈m
3
⌉. Dengan demikian bilangan







maka diambil batas atas yang minimum, yaitu
bilangan dominasi jarak dua padaPm⊲Cn adalah γ2(Pm⊲Cn) ≤ m(n−3)5 +⌈m3 ⌉.




⌉ bukan bilangan dominasi yang minimal,
misalkan γ2(Pm ⊲ Cn) ≤ m(n−3)5 + ⌈
m
3
⌉ − 1. Karena setiap simpul elemen S2
pada Cn maksimal dapat mendominasi 5 simpul dan setiap simpul S2 pada
Pm dapat mendominasi maksimal 9 simpul, maka jika diambil sebuah simpul
pada Pm sedemikian bukan elemen S2, maka banyak simpul maksimal yang
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= mn− 3m+ 3m
= mn.
Karena simpul yang dapat didominasi kurang dari order pada Pm ⊲ Cn.
Sehingga dapat disimpulkan bahwa terdapat beberapa simpul yang tidak
dapat didominasi. Oleh karena itu, γ2(Pm ⊲ Cn) ≤ m(n−3)5 + ⌈
m
3
⌉ − 1 dan




5. n ≡ 4 (mod 5)
Kasus 1: S ∈ V (Cn)
Untuk setiapCi,n, bilangan dominasi jarak dua padaCn adalah γ2(Cn) = ⌈n5 ⌉.
Karena n ≡ 4 (mod 5) dan n ∈ Z+, maka γ2(Cn) = n+15 . Karena terdapat
m buah Cn pada graf Pm ⊲ Cn, maka batas atas bilangan dominasi jarak dua
pada Pm ⊲ Cn adalah γ2(Pm ⊲ Cn) ≤ m(γ2(Cn)) = m(n+1)5 .
Kasus 2: S ∈ V (Cn) ∪ V (Pm)
Karena n ≡ 4 (mod 5), maka terlebih dahulu ditentukan bilangan




. Sehingga untuk m buah Cn−4 maka bilangan dominasi
jarak duanya adalah m(n−4)
5
. Sedangkan empat simpul pada setiap Cn yang
belum terdominasi salah satunya merupakan simpul-simpul V (Pm). Karena
derajat tertinggi V (Pm) = 4, dan dua tetangganya merupakan simpul-
simpul pada Ci,n, maka sebuah simpul pada Cn yang belum terdominasi
selain simpul V (Pm) dan dua simpul yang bertetangga dengan V (Pm) adalah
simpul dengan jarak ke V (Pm) sama dengan dua. Sehingga semua simpul
pada V (Pm) diambil sebagai elemen S2 dengan asumsi setiap simpul tersebut
dapat mendominasi 4 simpul. Dengan demikian bilangan dominasi jarak dua
pada graf Pm ⊲ Cn adalah γ2(Pm ⊲ Cn) ≤ m(n−4)5 +m.
Kasus 1 dan 2 menunjukkan bilangan dominasi jarak dua minimal yang sama.
Sehingga batas atas minimal bilangan dominasi jarak dua pada Pm ⊲Cn yaitu







+ m bukan bilangan dominasi jarak dua yang minimal.
Misalkan γ2(Pm ⊲ Cn) ≤ m(n−3)5 +m − 1, yaitu mengaambil sebarang satu
simpul pada Cn sedemikian tidak lagi menjadi elemen S2. Hal ini mengaki-






5 +m · 4 = mn− 5 < mn.
Dengan demikian terdapat beberapa simpul yang tidak dapat didominasi oleh
S2 karena banyak simpul yang dapat didominasi lebi kecil dari |Pm ⊲ Cn|.
Sehingga tidak benar bahwa γ2(Pm ⊲ Cn) ≤ m(n−4)5 + m − 1 dan terbukti




Kelima pembuktian untuk masing-masing nilai n di atas menunjukkan bilangan
dominasi jarak dua pada Pm⊲Cn yang berbeda-beda. Akan tetapi beberapa bilangan
dominasi dengan nilai n tertentu dapat direduksi, misalnya untuk n ≡ 0 (mod 5)
dan n ≡ 4 (mod 5) dapat disimpulkan bahwa γ2(Pm ⊲ Cn) = m⌈n5 ⌉, untuk n ≡ 1
(mod 5), γ2(Pm ⊲ Cn) = m⌊n5 ⌋ + ⌈m5 ⌉, sedangkan untuk n ≡ 2 (mod 5) dan n ≡ 3



















x2,1 x2,n−1 x6,n−1x6,1x4,1 x4,n−1 x8,n−1x8,1
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Gambar 4.14: Graf Pm⊲Sn dengan Simpul Pendant Sn Merupakan Simpul Elemen
Himpunan Dominasi Jarak Dua
Teorema 4.14. Diberikan graf lintasan Pm dan graf bintang Sn dengan masing-
masing ordernya m dan n untuk m ≥ 2, n ≥ 3. Maka bilangan dominasi jarak dua
pada graf hasil operasi comb Pm ⊲ Sn adalah γ2(Pm ⊲ Sn) = m.
Bukti: Diketahui bahwa graf Pm ⊲ Sn diperoleh dengan melekatkan salah satu
simpul pendat dari masing-masing graf Sn kopian ke-i pada setiap simpul graf
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Pm seperti yang ditunjukkan pada Gambar 4.14. Sehingga dapat disimpulkan
bahwa banyak simpul graf Pm ⊲ Sn sama dengan m kali simpul graf Sn, yaitu
m(n+1). Berdasarkan Observasi 4.1 diketahui bahwa γ2(Sn) = 1, karena terdapat
m kopi graf Sn pada Pm ⊲Sn, maka maksimal terdapat m simpul elemen himpunan
dominasi jarak dua. Sehingga dapat dituliskan bahwa |S2| = γ2(Pm ⊲ Sn) ≤ m.
Andaikan |S2| ≤ m − 1, hal ini berarti terdapat Sn kopian ke-i yang semua
simpulnya bukan elemen himpunan dominasi. Seperti yang diketahui bahwa graf
Bintang Sn memiliki diameter sama dengan 2. Sehingga pastilah terdapat vi elemen
Sn sedemikian d(vi, S2) > 2. Dengan demikian |S2|  m − 1, sehingga m adalah
bilangan dominasi jarak dua minimum pada graf Pm ⊲ Sn. Oleh karena itu terbukti
bahwa |S2| = γ2(Pm ⊲ Sn) = m.
Teorema 4.15. Diberikan graf lingkaran Cn dan graf lintasan Pm dengan masing-
masing ordernya n dan m untuk n ≥ 3, m ≥ 2. Maka bilangan dominasi jarak dua
















⌉ jika m ≡ 2 (mod 5)
Bukti: Misalkan V (Cn⊲Pm) = {Vi,j|1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m} dan |Cn⊲Pm| = nm.
Graf Cn ⊲ Pm dapat dilihat pada Gambar 4.15. Berdasarkan definisi operasi comb,
maka simpul ujung Pm yang melekat pada graf Cn dapat dikatakan sebagai simpul-
simpul Pm atau pun simpul-simpul Cn. Oleh karena itu, untuk menunjukkan
banyak simpul minimal yang menjadi elemen himpunan dominasi jarak satu pada
graf Cn ⊲ Pm, akan ditunjukkan sepeti pembuktian-pembuktian pada Teorema 4.12.
Untuk masing-masing nilai m akan dibagi menjadi dua kasus. Kasus pertama jika
simpul-simpul S2 hanya diambil dari simpul-simpul Pm, sedangkan kasus kedua
jika S2 diambil daril V (Pm) ∪ V (Cn) dengan ketentuan simpul S2 diambil terlebih
dahulu dari V (Pm) sebanyak kelipatan 5, karena satu simpul elemen S2 pada Pm
dapat mendominasi maksimal 5 simpul. Kemudian dilanjutkan pada simpul-simpul
V (Pm) yang terhubung atau memiliki jarak terkecil dengan V (Cn) yang belum
terdominasi.
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1. m ≡ 0 (mod 5)
Sama seperti bilangan dominasi jarak dua Pm ⊲ Pn dan Pm ⊲ Cn untuk,
batas atas minimal dapat ditentukan hanya dengan mengambil S2 ∈ V (Pm).
Menurut Teorema 4.8 γ2(Pm) = ⌈m5 ⌉, karena m ≡ 0 (mod 5) maka bilangan
dominasi jarak dua pada setiap Pi,m adalah γ2(Pm) = m5 . Karena terdapat
n buah Pm pada graf Cn ⊲ Pm, maka batas atas bilangan dominasi jarak dua
pada Cn ⊲ Pm adalah γ2(Cn ⊲ Pm) ≤ n(γ2(Pm)) = nm5 . Selanjutnya hanya
akan dibuktikan apakah nm
5
merupakan bilangan dominasi yang minimum
pada graf Cn ⊲ Pm. Andaikan γ2(Cn ⊲ Pm) ≤ nm5 − 1. Karena setiap simpul
elemen S2 maksimal dapat mendominasi 5 simpul, maka banyak simpul yang






= nm− 5 < nm.
Dengan demikian, γ2(Cn ⊲ Pm)  nm5 − 1, karena terdapat beberapa simpul
yang tidak dapat didominasi. Sehingga terbukti bahwa nm
5
adalah bilangan
dominasi jarak dua yang minimal pada graf Cn⊲Pm, maka γ2(Cn⊲Pm) = nm5 .
2. m ≡ 1 (mod 5)
Kasus 1: S2 ∈ V (Pm)
Untuk setiap Pi,m, bilangan dominasi jarak dua pada Pm adalah γ2(Pm) =
⌈m
5
⌉, karena m ≡ 1 (mod 5) dan m ∈ Z+, maka γ2(Pm) = m+45 . Pada graf
Cn ⊲ Pm terdapat n buah Pm, maka batas atas bilangan dominasi jarak dua
pada Cn ⊲ Pm adalah γ2(Cn ⊲ Pm) ≤ n(γ2(Pm)) = n(m+4)5 .
Kasus 2: S2 ∈ V (Pm) ∪ V (Cn)
Karena m ≡ 1 (mod 5), maka terlebih dahulu ditentukan bilangan dominasi
jarak dua pada Pm−1. sebagaimana Teorema 4.8, γ2(Pm−1) = m−15 .
Sehingga untuk n buah Pm−1 maka bilangan dominasi jarak duanya adalah
n(m−1)
5
. Sedangkan satu simpul pada Pm yang belum terdominasi yang juga
merupalan simpul-simpul V (Cn) memiliki bilangan dominasi ⌈n5 ⌉. Dengan













sehingga diambil batas yang minimal untuk bilangan dominasi jarak dua pada









⌉ bukan bilangan dominasi yang minimal, kita misalkan





⌉ − 1. Karena setiap simpul maksimal





























5 = nm− 5 < nm.
Karena simpul yang terdominasi kurang dari order pada graf Cn ⊲ Pm, maka























































Gambar 4.15: Graf Cn ⊲ Pm untuk m ≡ 1 (mod 5) dengan Simpul-Simpul Warna
Putih Merupakan Simpul Elemen Himpunan Dominasi Jarak Dua
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Gambar 4.15 menunjukkan contoh bilangan dominasi jarak dua pada Cn ⊲Pm
untuk m ≡ 1 (mod 5). Jika diambil sebarang vi,m−2 bukan elemen S2
maka simpul vi,m, vi,m−1, vi,m−2, vi,m−3 dan vi,m−4 tidak dapat didominasi
oleh semua simpul pada S2.
3. m ≡ 2 (mod 5)
Kasus 1: S2 ∈ V (Pm)
Untuk setiap Pi,m, bilangan dominasi jarak dua pada Pm adalah γ2(Pm) =
⌈m
5
⌉. Karena m ≡ 2 (mod 5) dan m ∈ Z+, maka γ2(Pm) = m+35 . Karena
terdapat n buah Pm pada graf Cn ⊲ Pm, maka batas atas bilangan dominasi
jarak dua pada Cn ⊲ Pm adalah γ2(Cn ⊲ Pm) ≤ n(γ2(Pm)) = n(m+3)5 .
Kasus 2: S2 ∈ V (Pm) ∪ V (Cn)
Karena m ≡ 2 (mod 5), maka terlebih dahulu ditentukan bilangan
dominasi jarak dua pada Pm−2. Sebagaimana pada pembuktian-pembuktian
sebelumnya, maka γ2(Pm−2) = m−25 . Sehingga untuk n buah Pm−2 maka
bilangan dominasi jarak duanya adalah n(m−2)
5
. Sedangkan dua simpul pada
setiap Pm yang belum terdominasi salah satunya merupakan simpul V (Cn).
Sehingga himpunan simpul yang belum terdominasi sama dengan graf Cn
yang masing-masing simpulnya terhubung dengan sebuah simpul. Simpul-
simpul tersebut isomorfis dengan graf Cn ⊙ G1, G1 adalah graf trivial yang
terdiri dari satu simpul. Sehingga menurut Teorema 4.11, γ2(Cn⊙G1) = ⌈n3 ⌉.













, sehingga diambil batas yang minimal










⌉ bukan bilangan dominasi yang minimal.
Andaikan γ2(Cn ⊲ Pm) ≤ n(m−2)5 + ⌈
n
3
⌉ − 1. Karena setiap simpul maksimal
































Karena nm− 2n+ 5n
3
< nm, sehingga terdapat beberapa simpul yang tidak
dapat didominasi. Sehingga γ2(Cn ⊲ Pm)  n(m−2)5 + ⌈
n
3
⌉ − 1 dan terbukti




4. m ≡ 3 (mod 5)
Kasus 1: S2 ∈ V (Pm)
Untuk setiap Pi,m, bilangan dominasi jarak dua pada Pm adalah γ2(Pm) =
⌈m
5
⌉, karena m ≡ 3 (mod 5) dan m ∈ Z+, maka γ2(Pm) = m+25 . Karena
terdapat n buah Pm pada graf Cn ⊲ Pm, maka batas atas bilangan dominasi
jarak dua pada Cn ⊲ Pm adalah γ2(Cn ⊲ Pm) ≤ n(γ2(Pm)) = n(m+2)5 .
Kasus 2: S2 ∈ V (Pm) ∪ V (Cn)
Karena m ≡ 3 (mod 5), maka terlebih dahulu ditentukan bilangan




. Sehingga untuk n buah Pm−3 maka bilangan dominasi
jarak duanya adalah n(m−3)
5
. Sedangkan tiga simpul pada setiap Pm yang
belum terdominasi salah satunya merupakan simpul-simpul V (Cn). Sehingga
himpunan simpul yang belum terdominasi sama dengan n buah graf P3
dengan salah satu simpul ujungnya terhubung membentuk Lingkaran Cn.
Karena jarak terjauh untuk setiap simpul Cn pada simpul Pm yang belum
terdominasi sama dengan 2, maka setiap simpul Cn diambil sebagai elemen
S2, sehingga kedua simpul Pm tersebut dapat didominasi. Dengan demikian








+ n, sehingga kasus 1 dan 2 menunjukkan bilangan
dominasi jarak dua minimal yang sama. Sehingga γ2(Cn ⊲Pm) ≤ n(m−3)5 +n.
Selanjutnya, misalkan n(m−3)
5
+ n bukan bilangan dominasi yang minimal.
Andaikan n(m−3)
5
+ n − 1, karena setiap simpul dari n(m−3)
5
simpul dapat
mendominasi maksimal 5 simpul dan setiap simpul dari n simpul dapat
mendominasi 3 simpul, maka diambil sebuah simpul dari n(m−3)
5
simpul, yaitu







5 + n · 3 = nm− 5 < nm.
Dengan demikian terdapat beberapa simpul yang tidak dapat didominasi.
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Sehingga γ2(Cn ⊲ Pm) ≤ n(m−3)5 + n− 1 dan terbukti bahwa γ2(Cn ⊲ Pm) =
n(m−3)
5




5. m ≡ 4 (mod 5)
Kasus 1: S ∈ V (Pm)
Untuk setiap Pi,m, bilangan dominasi jarak dua pada Pm adalah γ2(Pm) =
⌈m
5
⌉. Karena m ≡ 4 (mod 5) dan m ∈ Z+, maka γ2(Pm) = m+15 . Karena
terdapat n buah Pm pada graf Cn ⊲ Pm, maka batas atas bilangan dominasi
jarak dua pada Cn ⊲ Pm adalah γ2(Cn ⊲ Pm) ≤ n(γ2(Pm)) = n(m+1)5 .
Kasus 2: S ∈ V (Pm) ∪ V (Cn)
Karena m ≡ 3 (mod 5), maka terlebih dahulu ditentukan bilangan




. Sehingga untuk n buah Pm−4 maka bilangan dominasi
jarak duanya adalah n(m−4)
5
. Sedangkan tiga simpul pada setiap Pm yang
belum terdominasi salah satunya merupakan simpul-simpul V (Cn). Sehingga
himpunan simpul yang belum terdominasi terdiri dari n buah graf P4 dengan
salah satu simpul ujungnya terhubung. Karena jarak terjauh untuk setiap
simpulCn pada simpul Pm yang belum terdominasi sama dengan 3, maka jika
diambil simpul Cn sebagai elemen S2 mengakibatkan banyaknya himpunan
dominasi yang dibutuhkan untuk menjangkau simpul-simpul yang belum
terdominasi tidak akan minimum, karena akan dibutuhkan lebih dari n simpul
untuk menjangkau simpul-simpul yang belum terdominasi tersebut. Sehingga
untuk kasus ini minimal diambil satu simpul untuk masing-masing P4 dan
bukan vi,1 atau pun vi,4, karena d(vi,1, vi,4) = 3. Dengan demikian dibutuhkan
minimal n simpul dengan masing-masing simpul dapat mendominasi 4
simpul, simpul yang dapat diambil sebagai elemen S2 yaitu simpul vi,2
atau vi,3. Sehingga bilangan dominasi jarak dua pada graf Cn ⊲ Pm adalah




Kasus 1 dan 2 menunjukkan bilangan dominasi jarak dua minimal yang sama.







+ n bukan bilangan dominasi jarak dua yang minimal.
Misalkan γ2(Pm ⊲ Pn) ≤ n(m−4)5 + n − 1 dengan mengambil sebarang satu
simpul pada Pm sedemikian tidak lagi menjadi elemen S2. Hal ini mengaki-
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5 + n · 4 = nm− 5 < nm.
Dengan demikian terdapat beberapa simpul yang tidak dapat didominasi.
Sehingga γ2(Cn ⊲ Pm) ≤ n(m−4)5 + n− 1 dan terbukti bahwa γ2(Cn ⊲ Pm) =
n(m−4)
5




Dari kelima pembuktian di atas terbukti bahwa bilangan dominasi jarak dua
pada Cn ⊲ Pm untuk m ≡ 0 (mod 5), m ≡ 3 (mod 5), dan m ≡ 4 (mod 5) dapat





⌉, sedangkan untuk m ≡ 2 (mod 5), γ2(Cn ⊲ Pm) = n⌊m5 ⌋ + ⌈n3 ⌉.
Teorema 4.16. Diberikan dua buah graf lingkaran Cn dan Cm dengan masing-
masing ordernya n dan m untuk n,m ≥ 3. Maka bilangan dominasi jarak dua
pada graf hasil operasi comb Cn ⊲ Cm adalah















⌉ jika m ≡ 2 (mod 5),m ≡ 3 (mod 5)
Bukti: Misalkan V (Cn⊲Cm) = {Vi,j|1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m} dan |Cn⊲Cm| = nm.
Graf Cn ⊲ Cm dapat dilihat pada Gambar 4.16. Berdasarkan definisi operasi
comb, maka simpul ujung Cm yang melekat pada graf Cn dapat dikatakan sebagai
simpul-simpul Cn atau pun simpul-simpul Cm. Oleh karena itu, untuk menun-
jukkan banyak simpul minimal yang menjadi elemen himpunan dominasi jarak satu
pada graf Cn ⊲ Cm, maka untuk masing-masing nilai m akan dibagi menjadi dua
kasus. Kasus pertama jika simpul-simpul S2 hanya diambil dari simpul-simpulCm,
sedangkan kasus kedua jika S2 diambil dari V (Cm) ∪ V (Cn) dengan ketentuan
simpul S2 diambil terlebih dahulu dari V (Cm) sebanyak kelipatan 5, karena satu
simpul elemen S2 pada Cm dapat mendominasi maksimal 5 simpul. Kemudian
dilanjutkan pada simpul-simpul V (Cn) yang terhubung atau memiliki jarak terkecil
dengan V (Cm) yang belum terdominasi.
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1. m ≡ 0 (mod 5)
Ambil S2 ∈ V (Cm), karena m ∈ Z+ dengan m ≡ 0 (mod 5) dan γ2(Cm) =
⌈m
5
⌉, maka bilangan dominasi jarak dua pada setiap Ci,m adalah γ2(Cm) =
⌈m
5
⌉ dan dapat ditulis γ2(Cm) = m5 . Karena terdapat n buah Cm pada graf
Cn ⊲ Cm, maka batas atas bilangan dominasi jarak dua pada Cn ⊲ Cm adalah















































































Gambar 4.16: Graf Cn ⊲ Cm untuk m ≡ 0 (mod 5) dengan Simpul-Simpul Warna
Putih Merupakan Simpul Elemen Himpunan Dominasi Jarak Dua
Untuk menunjukkan apakah nm
5
merupakan bilangan dominasi yang
minimum pada grafCn⊲Cm, dimisalkan γ2(Cn⊲Cm) ≤ nm5 −1. Karena setiap
simpul elemen S2 dapat mendominasi maksimal 5 simpul, maka banyak






= nm− 5 < nm.
Order dari grafCn⊲Cm lebih besar dari banyak simpul yang dapat didominasi.
Hal ini menunjukkan γ2(Cn ⊲ Cm)  nm5 − 1, sehingga terbukti bahwa nm5
adalah bilangan dominasi jarak dua yang minimal pada graf Cn ⊲ Cm. Oleh
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karena itu, γ2(Cn ⊲ Cm) = nm5 .
Simpul-simpul yang berwarna putih pada Gambar 4.16 merupakan contoh
simpul-simpul elemen S2 pada Cn ⊲ Cm untuk m ≡ 0 (mod 5). Jika
sebarang simpul vi,m−2 tidak termasuk simpul-simpul elemen S2, maka
simpul-simpul yang tidak didominasi oleh simpul manapun elemen S2 adalah
simpul vi,m−4, vi,m−3, vi,m−2, vi,m−1 dan vi,m.
2. m ≡ 1 (mod 5)
Kasus 1: S2 ∈ V (Cm)
Untuk setiap Ci,m, bilangan dominasi jarak dua pada Cm adalah γ2(Cm) =
⌈m
5
⌉. Karena m ≡ 1 (mod 5) dan m ∈ Z+, maka γ2(Cm) = m+45 . Karena
terdapat n buah Cm pada graf Cn ⊲ Cm, maka batas atas bilangan dominasi
jarak dua pada Cn ⊲ Cm adalah γ2(Cn ⊲ Cm) ≤ n(γ2(Cm)) = n(m+4)5 .
Kasus 2: S2 ∈ V (Cm) ∪ V (Cn)




, karena m ≡ 1 (mod 5) dan m ∈ Z+. Sehingga untuk n
buah Cm−1 maka bilangan dominasi jarak duanya adalah n(m−1)5 . Sedangkan
satu simpul pada Cm yang belum terdominasi yang juga merupakan simpul-
simpul V (Cn) memiliki bilangan dominasi ⌈n5 ⌉. Dengan demikian bilangan











batas atas yang minimal untuk bilangan dominasi jarak dua pada Cn ⊲ Cm,








⌉ bukan bilangan dominasi jarak dua yang minimal
dan γ2(Cn ⊲ Cm) ≤ n(m−1)5 + ⌈
n
5
⌉ − 1. Karena setiap simpul maksimal dapat





























5 = nm− 5 < nm.
Dengan demikian, simpul yang terdominasi kurang dari banyaknya simpul
pada Cn ⊲ Cm, maka terdapat beberapa simpul yang tidak dapat didominasi.
Sehingga γ2(Cn⊲Cm)  n(m−1)5 +⌈
n
5







3. m ≡ 2 (mod 5)
Kasus 1: S2 ∈ V (Cm)
Untuk setiap Ci,m, bilangan dominasi jarak dua pada Cm adalah γ2(Cm) =
⌈m
5
⌉, karena m ≡ 2 (mod 5) dan m ∈ Z+, maka γ2(Cm) = m+35 . Karena
terdapat n buah Cm pada graf Cn ⊲ Cm, maka batas atas bilangan dominasi
jarak dua pada Cn ⊲ Cm adalah γ2(Cn ⊲ Cm) ≤ n(γ2(Cm)) = n(m+3)5 .
Kasus 2: S2 ∈ V (Cm) ∪ V (Cn)
Karena m ≡ 2 (mod 5), maka terlebih dahulu ditentukan bilangan dominasi
jarak dua pada Cm−2. Seperti pada pembuktian-pembuktian sebelumnya,
maka γ2(Cm−2) = ⌈m−25 ⌉. Karena m ≡ 2 (mod 5) dan m ∈ Z+,
maka γ2(Cm−2) = m−25 . Sehingga untuk n buah Cm−2 maka bilangan
dominasi jarak duanya adalah n(m−2)
5
. Sedangkan dua simpul pada setiap Cm
yang belum terdominasi salah satunya merupakan simpul V (Cn). Sehingga
himpunan simpul yang belum terdominasi sama dengan grafCn yang masing-
masing simpulnya terhubung dengan sebuah simpul. Simpul-simpul tersebut




⌉. Dengan demikian bilangan dominasi pada graf Cn ⊲ Cm adalah













batas atas minimal untuk bilangan dominasi jarak dua pada Cn ⊲ Cm, yaitu










⌉ bukan bilangan dominasi yang
minimal. Andaikan γ2(Cn ⊲ Cm) ≤ n(m−2)5 + ⌈
n
3
⌉ − 1. Karena setiap simpul
maksimal dapat mendominasi 5 simpul, maka banyak simpul maksimal yang
































< nm, maka terdapat beberapa simpul yang tidak dapat
didominasi. Sehingga γ2(Cn ⊲ Cm)  n(m−2)5 + ⌈
n
3
⌉ − 1 dan terbukti bahwa







4. m ≡ 3 (mod 5)
Kasus 1: S2 ∈ V (Cm)
Untuk setiap Ci,m, bilangan dominasi jarak dua pada Cm adalah γ2(Cm) =
⌈m
5
⌉, karena m ≡ 3 (mod 5) dan m ∈ Z+, maka γ2(Cm) = m+25 . Karena
terdapat n buah Cm pada graf Cn ⊲ Cm, maka batas atas bilangan dominasi
jarak dua pada Cn ⊲ Cm adalah γ2(Cn ⊲ Cm) ≤ n(γ2(Cm)) = n(m+2)5 .
Kasus 2: S2 ∈ V (Cm) ∪ V (Cn)
Karena m ≡ 3 (mod 5), maka terlebih dahulu ditentukan bilangan
dominasi jarak dua pada Cm−3. Sama seperti pembuktian sebelumnya,




. Sehingga untuk n buah Cm−3 maka bilangan dominasi
jarak duanya adalah n(m−3)
5
. Sedangkan tiga simpul pada setiap Cm yang
belum terdominasi salah satunya merupakan simpul-simpul V (Cn). Karena
derajat V (Cn) ≥ 4, dan dua tetangganya merupakan simpul-simpul pada
Ci,m, maka dua simpul pada Cm yang belum terdominasi selain simpul
V (Cn) diambil yang jaraknya satu ke setiap V (Cn). Sehingga himpunan
simpul yang belum terdominasi isomorfis dengan graf Cn⊙G2, G2 pada graf
ini merupakan dua simpul tidak terhubung yang dikoronakan dengan graf
lingkaran Cn. Sehingga berdasarkan Teorema 4.11 simpul-simpul tersebut
memiliki bilangan dominasi sama dengan ⌈n
3
⌉. Dengan demikian bilangan







maka diambil batas atas yang minimum, yaitu
bilangan dominasi jarak dua padaCn⊲Cm adalah γ2(Cn⊲Cm) ≤ n(m−3)5 +⌈n3 ⌉.




⌉ bukan bilangan dominasi yang minimal,
misalkan γ2(Cn ⊲ Cm) ≤ n(m−3)5 + ⌈
n
3
⌉ − 1. Karena setiap simpul elemen S2
pada Cm maksimal dapat mendominasi 5 simpul dan setiap simpul S2 pada
Cn dapat mendominasi maksimal 9 simpul, maka jika diambil sebuah simpul
dari n(m−3)
5
simpul yang bukan elemen S2, yaitu simpul elemen S2 pada






























= nm− 3n+ 3n
= nm.
Karena simpul yang dapat didominasi kurang dari order pada Cn ⊲ Cm,
sehingga dapat disimpulkan bahwa terdapat beberapa simpul yang tidak dapat
didominasi. Oleh karena itu, γ2(Cn ⊲ Cm) ≤ n(m−3)5 + ⌈
n
3
⌉ − 1 dan terbukti




5. m ≡ 4 (mod 5)
Kasus 1: S2 ∈ V (Cm)
Untuk setiap Ci,m, bilangan dominasi jarak dua pada Cm adalah γ2(Cm) =
⌈m
5
⌉, karena m ≡ 4 (mod 5) dan m ∈ Z+ , maka γ2(Cm) = m+15 . Karena
terdapat n buah Cm pada graf Cn ⊲ Cm, maka batas atas bilangan dominasi
jarak dua pada Cn ⊲ Cm adalah γ2(Cn ⊲ Cm) ≤ n(γ2(Cm)) = n(m+1)5 .
Kasus 2: S2 ∈ V (Cm) ∪ V (Cn)
Karena m ≡ 4 (mod 5), maka terlebih dahulu ditentukan bilangan




. Sehingga untuk m buah Cm−4 maka bilangan dominasi
jarak duanya adalah n(m−4)
5
. Sedangkan empat simpul pada setiap Cm yang
belum terdominasi salah satunya merupakan simpul-simpul V (Cn). Karena
derajat V (Cn) ≥ 4, dan dua tetangganya merupakan simpul-simpul pada
Ci,m, maka sebuah simpul pada Cm yang belum terdominasi selain simpul
V (Cn) dan dua simpul yang bertetangga dengan V (Cn) adalah simpul dengan
jarak ke V (Cn) sama dengan dua. Sehingga ambil semua simpul pada V (Cn)
sebagai elemen S2 dan setiap simpul tersebut dapat mendominasi 4 simpul.
Dengan demikian bilangan dominasi jarak dua pada graf Cn ⊲ Cm adalah




Kasus 1 dan 2 menunjukkan bilangan dominasi jarak dua minimal yang sama.
Sehingga kita dapat mengambil batas atas bilangan dominasi jarak dua pada
Cn ⊲ Cm yaitu γ2(Cn ⊲ Cm) ≤ n(m−4)5 + n.
Andaikan n(m−4)
5
+ n bukan bilangan dominasi jarak dua yang minimal.
Misalkan γ2(Cn ⊲ Cm) ≤ n(m−4)5 + n − 1, dengan mengambil sebarang satu
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simpul pada Cm sedemikian tidak lagi menjadi elemen S2. Hal ini mengaki-






5 + n · 4 = nm− 5 < nm.
Dengan demikian terdapat beberapa simpul yang tidak dapat didominasi.
Sehingga γ2(Cn ⊲ Cm)  n(m−4)5 + n− 1 dan terbukti bahwa γ2(Cn ⊲ Cm) =
n(m−4)
5




Kelima pembuktian untuk masing-masing nilai n di atas menunjukkan bilangan
dominasi jarak dua pada Cn ⊲ Cm yang berbeda-beda. Akan tetapi beberapa
bilangan dominasi dengan nilai n tertentu dapat direduksi, misalnya untuk m ≡ 0
(mod 5) dan m ≡ 4 (mod 5) dapat disimpulkan bahwa γ2(Cn ⊲Cm) = n⌈m5 ⌉, untuk
m ≡ 1 (mod 5), γ2(Cn ⊲ Cm) = n⌊m5 ⌋+ ⌈n5 ⌉, sedangkan untuk m ≡ 2 (mod 5) dan






































Gambar 4.17: Graf Cn ⊲ Sm dengan Simpul Cn Merupakan Simpul Elemen
Himpunan Dominasi Jarak Dua
74
Teorema 4.17. Diberikan graf lingkaran Cn dan graf bintang Sm dengan masing-
masing ordernya n dan m untuk n,m ≥ 3. Maka bilangan dominasi jarak dua
pada graf hasil operasi comb Cn ⊲ Sm adalah γ2(Cn ⊲ Sm) = n.
Bukti: Graf Cn ⊲ Sm adalah graf yang diperoleh dengan melekatkan salah satu
simpul pendat dari masing-masing graf Sm kopian ke-i pada setiap simpul graf Cn
sepeti yang ditunjukkan Gambar 4.17. Maka |Cn ⊲ Sm| = n(m + 1). Berdasarkan
Observasi 4.1 diketahui bahwa γ2(Sm) = 1. Karena terdapat n kopi graf Sm pada
Cn ⊲ Sm, maka maksimal terdapat n simpul elemen himpunan dominasi jarak dua.
Sehingga dapat dituliskan bahwa |S2| = γ2(Cn ⊲ Sm) ≤ n.
Andaikan γ2(Cn ⊲ Sm) ≤ n − 1, maka terdapat Sm kopian ke-i yang semua
simpulnya bukan elemen himpunan dominasi jarak dua. Seperti yang diketahui
bahwa graf Bintang Sm memiliki diameter sama dengan 2. Sehingga pastilah
terdapat vi elemen Sm sedemikian d(vi, S2) > 2. Oleh karena itu, |S2|  n − 1,
sehingga n adalah bilangan dominasi jarak dua minimum pada graf Cn ⊲ Sm.
Dengan demikian terbukti bahwa |S2| = γ2(Cn ⊲ Sm) = n.
Contoh Himpunan dominasi minimum pada graf Cn ⊲ Sm dapat dilihat pada
Gambar 4.17. Pada gambar tersebut simpul-simpul S2 diambil dari simpul-simpul
V (Cn).
4.4 Perbandingan Bilangan Dominasi Jarak Satu dan Jarak Dua
Berdasarkan hasil yang diperoleh pada subbab 4.1 sampai 4.3, dapat dituliskan
kembali hasil mengenai bilangan dominasi jarak satu dan jarak dua untuk masing-
masing graf baik graf khusus maupun graf hasil operasi seperti pada Tabel 4.1 dan
Tabel 4.2.
Dari kedua tabel tersebut dapat dilihat bahwa secara umum tidak dapat disim-
pulkan perbandingan antara bilangan dominasi jarak satu dengan bilangan dominasi
jarak dua pada suatu graf. Bahkan untuk graf yang sama juga tidak dapat diten-
tukan perbandingan yang spesifik untuk nilai bilangan dominasi jarak satu dan jarak
duanya. Sebagai contoh, menurut Goddard dan Henning (2006) graf Lintasan Pm
memiliki bilangan dominasi jarak satu yaitu γ = ⌈m
3
⌉, pada penelitian ini diketahui
bilangan dominasi jarak dua pada graf Lintasan Pm adalah γ2(Pm) = ⌈m5 ⌉.
Sedangkan graf Bintang seperti yang diketahui memiliki bilangan dominasi
jarak satu dan jarak dua yang sama yaitu γ(Sn) = γ2(Sn) = 1. Begitu juga untuk
graf hasil operasi, graf hasil operasi comb antara graf Lintasan dengan graf Bintang
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memiliki bilangan dominasi jarak satu dan jarak dua yang sama. Akan tetapi tidak
berlaku untuk Pm ⊲ Pn dan Pm ⊲ Cn serta graf yang lainnya. Beberapa hal yang
dapat diamati seperti pada Observasi 4.1 dan Observasi 4.2 yang menyebabkan
tidak adanya perbandingan secara umum antara bilangan dominasi jarak satu dan
jarak dua pada suatu graf seperti berikut ini.
Tabel 4.1: Ringkasan Bilangan Dominasi Jarak Satu pada Graf Hasil Operasi
No. Graf Bilangan Dominasi
Jarak Satu
1. Gm ⊙Hn γ(Gm ⊙Hn) = m
2. Pm ⊲ Pn γ(Pm ⊲ Pn) =
{
m⌈n3 ⌉ jika n ≡ 0 (mod 3) dan n ≡ 2 (mod 3)
m⌊n3 ⌋+ ⌈
m
3 ⌉ jika n ≡ 1 (mod 3)
3. Pm ⊲ Cn γ(Pm ⊲ Cn) =
{
m⌈n3 ⌉ jika n ≡ 0 (mod 3) dan n ≡ 2 (mod 3)
m⌊n3 ⌋+ ⌈
m
3 ⌉ jika n ≡ 1 (mod 3)
4. Pm ⊲ Sn γ(Pm ⊲ Sn) = m
5. Cn ⊲ Pm γ(Cn ⊲ Pm) =
{
n⌈m3 ⌉ jika m ≡ 0 (mod 3) dan m ≡ 2 (mod 3)
n⌊m3 ⌋+ ⌈
n
3 ⌉ jika m ≡ 1 (mod 3)
6. Cn ⊲ Cm γ(Cn ⊲ Cm) =
{
n⌈m3 ⌉ jika m ≡ 0 (mod 3), m ≡ 2 (mod 3)
n⌊m3 ⌋+ ⌈
n
3 ⌉ jika m ≡ 1 (mod 3)
7. Cn ⊲ Sm γ(Cn ⊲ Sm) = n
1. Jarak dan pemilihan simpul
Jarak sangat berkaitan dengan definisi bilangan dominasi jarak satu dan
bilangan dominasi jarak dua. Perbedaan definisi bilangan dominasi jarak
satu dan jarak dua hanya terletak pada jarak simpul yang merupakan elemen
himpunan dominasi ke setiap simpul graf. Untuk bilangan dominasi jarak
dua, jarak setiap simpul pada suatu graf ke simpul-simpul S2 kurang dari atau
sama dengan dua. Sehingga terdapat kemungkinan jika bilangan dominasi
jarak dua pada suatu graf sama dengan bilangan dominasi jarak satunya. Oleh
karena itu, sebarang simpul dalam suatu graf dapat dipilih sebagai elemen
S maupun S2 asalkan dapat menjangkau semua simpul dengan jarak sama
dengan satu untuk S1 dan jarak maksimal sama dengan dua untuk S2. Gambar
4.18 (a.) merupakan contoh simpul elemen himpunan dominasi jarak satu
yaitu γ(G) = 1 dengan S = {u}, sedangkan Gambar 4.18 (b.) menunjukkan
contoh simpul elemen himpunan dominasi jarak dua yang dapat diambil dari
u atau simpul v dengan γ2(G) = 1. Karena meskipun jika diambil v sebagai
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elemen S2, d(v, V (G)) ≤ 2 sehingga tetap memenuhi definisi bilangan
dominasi jarak dua.
Tabel 4.2: Ringkasan Bilangan Dominasi Jarak Dua pada Graf Sederhana dan graf
Hasil Operasi
No. Graf Bilangan Dominasi
Jarak Dua
1. Pm γ2(Pm) = ⌈m5 ⌉
2. Cn γ2(Cn) = ⌈n5 ⌉
3. Pm ⊙Gn γ2(Pm ⊙Gn) = ⌈m3 ⌉
4. Cn ⊙Hm γ2(Cn ⊙Hm) = ⌈n3 ⌉
5. Pm ⊲ Pn γ2(Pm ⊲ Pn) =


m⌈n5 ⌉ jika n ≡ 0 (mod 5), n ≡ 3 (mod 5)
n ≡ 4 (mod 5)
m⌊n5 ⌋+ ⌈
m
5 ⌉ jika n ≡ 1 (mod 5)
m⌊n5 ⌋+ ⌈
m
3 ⌉ jika n ≡ 2 (mod 5)
6. Pm ⊲ Cn γ2(Pm ⊲ Cn) =


m⌈n5 ⌉ jika n ≡ 0 (mod 5), n ≡ 4 (mod 5)
m⌊n5 ⌋+ ⌈
m
5 ⌉ jika n ≡ 1 (mod 5)
m⌊n5 ⌋+ ⌈
m
3 ⌉ jika n ≡ 2 (mod 5),n ≡ 3 (mod 5)
7. Pm ⊲ Sn γ2(Pm ⊲ Sn) = m
5. Cn ⊲ Pm γ2(Cn ⊲ Pm) =


n⌈m5 ⌉ jika m ≡ 0 (mod 5),m ≡ 3 (mod 5),
n ≡ 4 (mod 5)
n⌊m5 ⌋+ ⌈
n
5 ⌉ jika m ≡ 1 (mod 5)
n⌊m5 ⌋+ ⌈
n
3 ⌉ jika m ≡ 2 (mod 5)




5 jika m ≡ 0 (mod 5), m ≡ 4 (mod 5)
n⌊m5 ⌋+ ⌈
n
5 ⌉ jika m ≡ 1 (mod 5)
n⌊m5 ⌋+ ⌈
n
3 ⌉ jika m ≡ 2 (mod 5),m ≡ 3 (mod 5)
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Gambar 4.18: Graf dengan Bilangan Dominasi Jarak Satu dan Jarak Dua yang
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Gambar 4.19: Graf dengan Simpul Elemen Himpunan Dominasi Terletak pada
Simpul dengan Derajat Terbesar
2. Derajat (degree)
Derajat setiap simpul juga merupakan salah satu hal yang perlu diper-
timbangkan dalam pemilihan simpul himpunan dominasi pada suatu graf.
Simpul dengan derajat maksimal diasumsikan dapat menjangkau lebih
banyak simpul dari pada simpul dengan derajat yang minimal. Sebagai
ilustrasi dapat dilihat pada Gambar 4.19, graf H pada gambar tersebut
merupakan graf dengan γ2(H) = 1. Simpul elemen S2 dapat diambil dari
simpul u atau simpul v yaitu simpul dengan derajat terbesar. Sedangkan
jika simpul S2 diambil dari simpul dengan derajat yang minimal misalkan
u1, maka γ2(H) 6= 1 karena v1, v2, v3, v4 tidak akan dapat terdominasi oleh
u1. Akan tetapi hal ini tidak selalu menjamin bahwa simpul dengan derajat
minimal tidak dapat diambil sebagai elemen himpunan dominasi. Misalnya
pada Gambar 4.20 yaitu graf Lintasan P4, bilangan dominasi jarak satu
pada Lintasan P4 adalah γ(P4) = 2, baik pada Gambar 4.20 (a.) maupun
Gambar 4.20 (b.) menunjukkan simpul elemen himpunan dominasi jarak
satu merupakan dua simpul yang berwarna putih. Akan tetapi pada gambar
yang pertama diambil simpul-simpul ujung yaitu simpul dengan derajat
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sama dengan satu, sedangkan untuk gambar yang kedua salah satu simpul
elemen S diambil dari simpul dalam P4 yaitu simpul dengan derajat sama
dengan dua. Dengan demikian, dapat disimpulkan bahwa derajat maksimal
terkadang mempengaruhi pemilihan himpunan dominasi pada suatu graf.
Sehingga bilangan dominasi baik jarak satu maupun jarak dua pada suatu
graf tergantung pada karakter graf masing-masing.
(b.)(a.)






Berdasarkan hasil penelitian mengenai bilangan dominasi jarak satu dan dua,
baik pada graf sederhana maupun graf hasil operasi diperoleh hasil sebagai berikut.
1. Graf Lintasan, Lingkaran, dan Bintang memiliki bilangan dominasi jarak dua
berturut-turut γ2(Pm) = ⌈m5 ⌉, γ2(Cn) = ⌈
n
5
⌉, dan γ2(Sn) = 1.
2. Graf Lintasan, Lingkaran, dan Bintang yang dikoronakan memiliki bilangan
dominasi jarak satu γ(Pm ⊙ Pn) = γ(Pm ⊙ Cn) = γ(Pm ⊙ Sn) = m serta
γ(Cn ⊙ Pm) = γ(Cn ⊙ Cm) = γ(Cn ⊙ Sm) = n.
3. Graf Lintasan, Lingkaran, dan Bintang yang dikoronakan memiliki bilangan
dominasi jarak dua γ2(Pm ⊙ Pn) = γ2(Pm ⊙ Cn) = γ2(Pm ⊙ Sn) = ⌈m3 ⌉
serta γ2(Cn ⊙ Pm) = γ2(Cn ⊙ Cm) = γ2(Cn ⊙ Sm) = ⌈n3 ⌉.
4. Bilangan dominasi jarak satu dan dua pada graf hasil operasi comb antara graf
Lintasan dan Bintang adalah γ(Pm ⊲ Sn) = γ2(Pm ⊲ Sn) = m
5. Bilangan dominasi jarak satu dan dua pada graf hasil operasi comb antara graf
Lingkaran dan Bintang adalah γ(Cn ⊲ Sm) = γ2(Cn ⊲ Sm) = n
6. Bilangan dominasi jarak satu pada graf hasil operasi comb antara graf






























⌉ jika m ≡ 1 (mod 3)









⌉ jika m ≡ 1 (mod 3)
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7. Bilangan dominasi jarak dua pada graf hasil operasi comb antara graf Lintasan






⌉ jika n ≡ 0 (mod 5), n ≡ 3 (mod 5),










⌉ jika n ≡ 2 (mod 5)





















⌉ jika m ≡ 0 (mod 5),m ≡ 3 (mod 5),


























⌉ jika m ≡ 2 (mod 5),m ≡ 3 (mod 5)
8. Bilangan dominasi jarak satu dan jarak dua pada suatu graf tidak memiliki
relasi atau perbandingan secara umum. Hal ini dikarenakan oleh beberapa
faktor, seperti jarak antar simpul, pemilihan simpul elemen himpunan
dominasi, derajat setiap simpul, diameter dan sebagainya.
5.2 Saran
Pada penelitian ini bilangan dominasi yang diperoleh dari graf hasil operasi
comb masih sebatas satu cara pelekatan simpul. Oleh karena itu, bagi para peneliti
yang ingin melanjutkan penelitian tentang bilangan dominasi pada graf disarankan
untuk mencari bilangan dominasi pada graf hasil operasi comb dengan aturan
pelekatan simpul secara umum dengan graf-graf yang lebih beragam atau dapat
menggunakan jenis operasi yang lain.
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